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Las asTogtos wadvigos dg 12 funeitn « o oroduceidn han éido inten-
sivamente tratacos en la literatura econdmica moderna. A su vez, serios in
tentos de investigacidén empirica son llevados a cabo, la razdn de esto re-
sidiendo en el caracter trascendential del conocimiento de las leyes que ri-
gen los fendmenos de {rdale econdmica. Frecucntemente se cobservan apre-
ciaciores y juicios ldgicamente ordenados que carecen sin embargo, de una
base sdélida; juiclos tasados en supLestos que subyacen al anédlisis vy que-
condicionan v limitan .1 zalcance del mismo, a la vez que en muchos casos,
significan a final de cuentas, un desperdicio de ese precioso recurso gue -

es el tiempo f{entre otros).

En el presente estudio se pretende presentar la teorj%a y la estimacidn
de la funcidén de produccidn, haciendo énfasis en los tres tipos de funcidn
mas conocidos: de Coeficientes Fijos de Leontief, Cobb-Douglas, y la mas
reciente, la funcidn Homohypalldgica {o CES*). La primera tiene como carac-
teristicas que asume a priorli homogeneidad de grado uno (rendimientos cons
tantes) y elasticidad de sustitucion de los factores cero, La funcidn Cobb-
Douglas caracteriza elasticidad de sustitucién constante e igual a uno a lo
lurgo de la curva isocuanta. Por su parte la funcidén Homohypalldgicar* co
mo su noribre 1o indica supone elasticidad de sustitucién a lo largo dé la
isocuanta, pero no determinada en un valor dado, de ah{ su generalidad v
gran utilidad, ya gue engloka a les dos funciones anteriores gque represen-

tan pues, casos rparticulares de écgta,

* Dzl inglés Conztant Dlgsticity of Substitution {Elasticidad Constante de

123
Substitucidn) .

* % 1 i 5 /£ (i:ual) e p’r’))/))» f//f (sustituzifn) .
Del griego 0/[/@ (trual} ¢ By 4o
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Para cum‘plir tal cobjetivo, se ha dividido la presente tesis en frcs
capitulos. En el primer capitulo se derivan la funcidén de produccién CES
siguiendo el camino tecomendado por el profesor Murray Brown' (-4)(’més cen
veniente para nuestros propdsitos que el camino que sugieren los descubri-
dores de este tipo de funcidn (2)), y como las funciones de Coeficientes-
Fiijos v Cobb-Douglas son cazsos especiales de ella, entonces hemos dis-
puesto de su derivacidén en el transcurso del proceso de derivacidén dz la-

misma funcidén CES.

En un segundo capftulo describimos la teoria general de las funcio
nes de produccidn; vemos cudles <on las propledades Neoclésiéas gque una
funcién de produccidn debe poseer para poder serlo, y derivamos ademds -
las condiciones de optimizacion en la produccidén en términos generales {y
atendiendo al supuesto de mercados de producto y factores comrpetitivos, -
por simplicidad principalmente). Por otra parte, en secciones subsiguien-
tes de este mismo capftulo, aplicamos los conceptos mencionados y dériv_a_
dos acerca de Propledades Neoclasicas y condiciones de optimizacidén a ¢
da una de las tres funciones, de las cuales ademés derivamos las funcio-

nes de costos que implican.

Finalmente, el Gltimo capftulo esta dedicado a la estimacién de la
funcidn de produccidén de la industria cervecera mexicana, y a la considera

cion de las implicaciones practicas de las estimaciones mismas.

No se pretende que este estudio resulte exhaustivo; tampoco se -
pretende que los resultados puedan ser concluyentes, pues falta alin mucho

por investigar en la materia. Hay factores que limitan el alcance del =st



div. La inexistencia de algura inforracion precisa gue se hagan estimacio
nes e la risma, (y éstas no aejan de serle), ia insuficiencia académicay to

03 adqueilcs errores a los cuales nos kallamos sujetos por ser hombres, -

(L

nos proveen las principales instancias de limitacidn.

La hipdtesis originalmente planteada ("la elasticidad de sustitucidn
de capital por trabajo en la industria cervecera mexicana difiere significati
vamente de uno y de cero...") ha sido rechazada. Nuestra tesis demuestra
que en el caso de esta industria la mencionada elasticidad de sustitucidn-
no difiere significativamente de uno. La anterior consideracidn nos sugiere
gue la funcidn de produccién Cobb-Douglas personifica mejor las condicio-
nes que rigen la produccidén de la Industria cervecera mexicana, y esta es

precisamente una de las conclusiones a que llegamos mas abajo.

Sin embargo, no es nuestro propdsito generalizar estos resultados

a las demas industrias, sino mas bien se trata de un ejercicio metodoldgi-
co sobre "la Teorfa y el Céalculo"” de las funciones de produccién, que creo

es el Unico mérito que puede reclamar este trabajo.



DIRWACICYN DL L2S FUNCICMNES DE PRODUCCION.
COLEITIEN S w3 FIjdOs L\j LEG S Lor, LORE-J000 B,
X 2 DeaiDe

Como ya se advierte en el titulo de_este capitulo, se proce-
derd a derivar las funciones de produccién Coeficientes Fijos de -
Leontief, Cobb-Douglas, y C.E.S. Para tal fin, definiremos la funcién

de produccién, en términos generales, como
Qe f (K, L) (1)

en donde Q representa la cantidad producida, K el insumo de Capital,

y L el insumo de trabajo.

L a diferencia existente entre las tres funciones aludidas es
el valor gque toma la elasticidad de sustitucidén de capital por trabajo
(9°) en cada una de ellas (cero, uno, y cualquier constante positi-
va, respectivamente), La elasticidad de sustitucidén de K por L se de-
fine, manteniendo constante en Qo el producto, como la razén del -
cambio porcentual en la proporcién de insumos al cambio porcentual
en la tasa marginal de sustitucidn (TMS), la cual a su vez se define
(manteniendo en Qo el producto, por supuesto) como la negativa de la pen
diente de la isocuanta. (Lo anterior identifica a como una propledad de

la superficie de produccidn).

En las defintciones anteriores hemos mantenido Q en Qo, de

donde se sigue debamos manifestar K como funcidén de L, o viceversa.



{2

K = K (1), {2}

TMS m = (dK /dL) = (GQ/2L) / (7Q/2K) = - K', v (3)
_ d/L) /5Ty L d K/ . KL WL/K (4)
= dTeE 7, Taas g K

De la ecuacion {(4) de la elasticidad de sustitucidon, buscaremocs una
expresion general de la misma, con base a (2) la ecuacidn general e

la isocuanta, Hay que derivar entonces:

d (K/1) _ L (ek/ek) = x Ch/ax)_ 1 (LK - K ) (5)
3 K L< K™\ 12/

va que
dL/dK’ = 1/K" (5)
dK/dK' = (dK/dL) (dL/dK') = K'/K" . (7)

Sustituyendo (5) en (4) nos queda (8)

¢ =k oK [ek - r/a2] s
TKIK" = X' LK' - ¥, (8)

una ecuacion diferencial de segqundo orden, la solucidén de ls cueal cons

tituye la ecuacidn general de la isccuanta.
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Como va se observd, es particular de este tipeo de funcidn
gue la elasticidad de sustitucion es igual a cero, y si insertamos €s=-

te wvalor en (8) tendremos

K'(LK' - K = ¢ (9
gue nos ofrece dos posibles soluciones al resolverla:
(a) LX' = K =0 (10.a)
(b) K' = 0 ] (10.b)
Resolviendo {a) en
K' = K/L
d¥k/K = dL/L , (11)

vemos que debe ser rechazada, va que esta expresidén nos indica que
si aumentamos un factor debemos aumentar el otro también, para que

permanezca constante el producto. Podria decirse que nos ubicarx’a es-
ta solucidn en el tramo no econdomico de la curva isocuanta, y por -

tanto no nos interesa.

La solucidén la hallamos resolviendo (b)

K'= 0

d¥/dL = 0 , (12}

que se integra en



X = C {:na constimte), (13)

gue nos dice gue el irsumo de capital estd Gnicamente determinado -
por el nivel de Q. Del resultado sefalado, se infiere que la ecuacidn
de la isocuanta de una funcién de produccién de tipo Leontief es pues

K = Ko ) L X% Lo

14

la representacién grafica de la ecuacidn de la isocuanta, cuando

es igual a cero, nos es dada por la Grafica 1

K

1

ACh G : Qo

L.

Grafica 1.~ Isocuanta de una funcion de produccidn de
tipo Leontief.

En esta grafica se muesira como, Si se mantiene constante
uno de los dos factores, el producto permanecera constante aungue la
cantidad insumida del otro aumente. En otras palabras, si L = Lo -

aungue elevemos K hasta infinito, Q no variard quedandose en Qo.

Igualmente, K = K5 , Q permanecerd en Qg para tedo LZ Lo .



B.- DERIVACION DE LA FUNCION COBB-DOUGLAS.-

Procederemos ahora a derivar la funcién Cobb-Douglas. Es -
sabido que @toma el valor de uno en este tipo de funcién, o sea, in-
troduciremos un caso en que ¢ » 0 , vy para tal fin habremos de fijar

L =e" en

FKLK" = K' @IK' - K. (la. Sust.)
Tendremos pues:

du/dL = e~ "

d2 u/sz - - g 2u
K = dK/dL = {d¥/du) (du/dL) = yv' . e “
K" = d%K/dL% = - y' e~2U 4 =Y gy'/dL
dy'/dL = {dy'/du) (du/dL) = y" e™4

K" = d2K/dL2 = y" e"2U - y' g~2u

’

quedando finalmente después de sustituir vy simplificar

G Ky" + Ky' (1-0’)—y'2=0, (15)

una ecuacldén diferencial de segundo orden, en la cual las derivadas
son con respecto a u, que no estd contenida explicitamente, sin em-
bargo, circunstancia que permite reducir el orden de la ecuacion si se

fija P = v"*. Tenemos entonces {2a. Sust.)

T K (dP/dK) + K(1 -T) =P a 0, (16)

que se rearregla en



(dP/dK) - (R/TK) = (¢-0)/T , (17)
2 ; ~ 14
una ecuacion diferencial lineal. Esta puede ser resuelta usando K b
como factor de integracién y sustituvendo N = - 1/ 37K y R= (- 1}/7
Nk NdK _ { NdX
P:e“; Jef' R.AK + c e § (18)

_f - dK ol K S
P:e‘r T ‘(ej T <r-1.d1<+cef Fm 28

e

! -
pox® [ x "“{ZU%’)dK kYT

&)

*

K + CK‘/::r'

i
[}

: (19)
la ~val, en la notacion original es, devolviendo P = dK/¢

dk/du = K + ¢ K (20)

Ya habiamos mencionado que ¢ toma el valor de uno cuando

la funcidén es del tipo Cobb-Dougias. y as{, asignandole este valor a

T en (20), nos queda
dK/du « K + cK = K (1 + <) VAN
gue se integra en

d¥/K = du (1 + <)
In K= u (1 + ¢} + ln k (k es una constante)
In (K/k) = U (1 + C)

K/k - el (1 + )

K = kL(1+c), (22)

que viene siendo la ecuacidén de la isocuanta de una funcién de produc



cion del tipo Cobb-Douglas.

Resta en este punto consiruir la funcidén de produccidn con ¢ra
do de homogeneidad v (Irrestricta), y derivar como caso especial una
funcidon que exhiba rendimientos constantes a la escala, esto es, una

funcidén lineal (Restricta).
Para tal fin, escribimos

1+c
Q=QI( /K = Q (w), (23)

y por medic del teorema de Euler, gue nocs dice:

vQ = K(JQ/2K) + L (2Q/2 L), (24)

esto es, que estipula que el producto (Q) multiplicado por el grado de
homogeneidad (v) es igual a la suma del pago (o la aportacidn) total a
todos los factores, suponiendo desde luego, que se les paga de acuer-

do con su productividad marginal ( o Q/2K, 2Q/ 2L).

Desarrollando pues,

vQ = k [L7%% @osaw) + L [a/KH o) k1 @osaw)] |
vQ = e LR (@Q/aw)
vQ =.cw (dQ/dw)

dQ/Q a {v/c) (dw/w)



InQ = (v/¢) Inw + In { ( Yes una constantg)
In(Q/f) = v/¢) Inw
Q/y = w/e

nos queda finalmente, devolviendo la sustitucién w = L1+C/K

v/e + v -v/c
K/

Q=YL y (25}

que es la funcién Cobb-Douglas de produccidén, con Y =1 y grado v

de homogeneidad, l.e., en forma "irrestricta".

Para el caso bastante conocido de funcién Cobb-Douglas con
rendimientos constantes, no hay mas que fijar a = (- 1/c) e insertar

el valor de v igual uno en (25}, que asf, se transforma en
- a
=YL+ 2 g, (25)

y que es también llamada funcién de produccién Cobb-Douglas “Res-~

tricta”.

C.- DERIVACION DE LA FUNCION DE PRODUCCION CES.-

Nos queda por derivar el caso mas general, y por ende més
interesante, en que ¢’ es constante a lo largo de las isocuantas y to-
ma un valor cualquiera no-negativo. Es este el caso de la funcion de

produccién CES, que ocupa un lugar principal en este trabajo.

Tenfamos

dK/du = X + cKl/r (19)



que es una ecuacidén diferencial de primer orden. Una vez supuests qa
igual a una constante, entonces se procede a transformar la ecuacidén,
que puede ser rearreglada

14
LK/ dL) = K+ cK/, (

=
54

en una ecuacidn diferencial lineal ep u.

va que
(1/0) -1

u = ]./K

(l/u)c'/(l-(!") -

u' = (du/dL) = e™¥

(T/1-0) -1

dK/dL = - (&/1 -T°) (1/u) (1/u)2 u'

dK/dL = - (0/1-¢") {l/u)lm‘wu' , (26)
entonces, insertandolc en {19):

141 -0”) Th ) 141-@)
L (T/1-C) (/W) u' - (1/u) A + c(l/u) , (27)

= &
y multiplicando a ambkos lados de la ecuacidn por (1/u) /1—0"' :

“Lu'/u) (G/1-C) = 1 + ¢ (1/u)

- .._.._O._J_.._ ul = u +- C
I - T T
nos gqueda finalmente
w+ ) [a-oe] v e [a-ee] - o, (28)

gue puede ser resuelta con la ayuda de la formula general para la so-

lucién de ecuaciones lineales diferenciales, quedandonos por resolver
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_ _[NdLj SNaL _ § NGL
(5] €

g = R.dL + k e , (29)

dondsa
N={U-ao)/cL
R= [0 -¢)c) @ ,
1/d)-1
deL = [(l- 0’)/0":] log L = log L( 44
Entonces,
(1/¢°)-1 (1/¢)-1 ’ L(I/‘r)‘l
w i w T § -gleeh [1-9) /e (/1) aL + ke
u=c+ krnl-(/¢) , — (30)
que en la motacién original queda
.
@ 1 - (1/9)
1/1<(1/ ) = c+ kL ,
o lo que es lo mismo
AN -7 - \ (31)

que representa la ecuacidn de la isocuanta cuando se suponen condi-

ciones de CES en la produccidn.

Ahora bien, para construir una funcién de produccidén homogé-

nea de grado y, nos auxiliamos de nuevo en el teorema de Euler. Su-
pongamos por simplicidad que o¢ = (/@) -1, vy fijemos
1-Q/) 1-(1/¢)
Q = QK - kL ) = Q (w) , (32)

entorces, aplicando el tecrema de Euler



= - - T}
e = A L AT gl kL czawt ¢+ K=t K77 (@l/dw)
= C ' 1 - 5 -
- = - {L/’J‘lj N (G dw) = - A w (G0, uw )
a/Q = -l ) v /Sw) {23)
que s2 integra en
logQ = - (v/«a) logw + log k',
produciendo finalmente
, _ — v/
Q =k (K =~-kL ) , (34)

la funcién de produccién CES homogénea de grado v . Hay un arreglo
restante para expresar la funcion en (34) de una manera mas convenien

te, por razones dque mas abajo se apuntaran.

Ya que k y k' son constantes, podemos aprovechamas de es-

to fijando

kl = P ’
kk' = = &«
%+ P = \(-—t/{‘r

x-‘/—\r

¥ ?

y que al insertarlos en (34), se transforma esta en

<] —V/a

- _
QzY[ck +0-0aL (35)

En (33), hallamos una variable dependiente (Q), dos variables

indiependientes (K y 1), y cuatro parametros ((, e ,MIV’) Cuya signifi-



cacién estudiaremos mas abajo.

Para el caso mencionado de rendimientos constantes (funcidn
de produccién CES "restricta") basta insertar el valor de v igual a uno

eﬁ (35}, de donde nos resulta

_ IR T V491
Q=y{_cK“+(1-c)L°‘] (35)
que representa la funcidn recién aludida, en donde o = {1/ g?) - 1

como mas tarde veremos.



CAPITULO 1II

CARACTERISTICAS DE LAS FUNCIONES DE PRCDUCCION.
CCOEFICIENTES FIJOS DE LEONTIEF, COBB~IDOUGLAS, ¥ C.F.5.

A. CGeneralidades

Como paso natural después de--haber derivado los tres tipos de
funcién de produccidén, hay que mostrar las caracter{sticas inherentes a ca
da una de ellas. Se hace necesario establecer sin embargo, un marco So-
bre el cual se supone deban ser analizadas. Por otra parte, cabe tamkbtién
apuntar las condiciones de optimizacién en la produccidén bajo estas condi
ciones generales para después extenderlas.a los casos particulares que ca
da funcidén representa, y mostrar finalmente como de hecho son las funcio-
nes de produccidn coeficientes Fijos y Cobb-Douglas casos particulares de

la funcidon CES.

Al Se establecen a continuacidn los llamados "criterios neoclésicos™

que toda funcidn de produccién "normal" debe lilenar <20 7

a) El primer criterio a satisfacer es el de que las productividades
marginales de los factores de produccidn sean positivas a cualquier nivel
positivo de producto (esto es, que 2 Q/2K, 2Q/2L » 0), estableciéndo
se sin embargo, un caso limite en el cual se igualen a cero las producti-

vidades marginales.

El cumplimiento de este criterio puede ser establecldo graficamen

te (Graficas 2.la y 2.1b) si se muestra al producto come una funcién mo-
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noténica crecierte del insumo de factores:

Q Q

Créafica 2.1. a Grafica 2.1.b

b) El segundo criteric va un poco mas alld que el primero: ros es
tablece que la productividad marginal fisica de los factores, ademés de ser
positiva a todo nivel positivo de Q, sea una funcidn monctdnica decrecien

te de la utilizacidén de los mismos cuande hay un factor fijo.

Se representa diagraméticamente este criterio en las gréficas 2.2a

y 2.2b a continuacidn:

QMK = Q« PR/ L = Qo

1, (K, L) 4. (s, L)

. K . -
Graficas 2.2.4 Grafica 2.2.5




El cumplimiento de este criterio por cualquier funcidon de produc—
citn nos indica que en ella la productividad marginal de los factores es
decreciente, o lo que es lo mismo, gue en esa funcién de prodﬁccién se
personifica o toma lugar la Ley de los Rendimientos Decrecientes ({que pus

de ser descrita analfticamente como DZQ/;?KZ , DZQ/ 2Ll ¢0).

c) El tercer "criterio neoclasico" que deben llenar las funcicnes
de produccidén es aquel que nos dice gue la productividad marginal fisica
de un factor debe de aumentar cuando se aumenta el insumo del otro fac-
tor, de tal manera que puede ser establecido alternativamente de manera
analitica como BZQ/DK9L>O. En otras palabras, el criterio {(c) requiere
el desplazamiento hacia arriba de cada una de las curvas de producto mar
ginal de un factor cuando aumenta la cantidad utilizada del otro, que equi
vale a decir gque en las graficas 2.3a y 2.3b se pase de las funciones qj
Yy g9 @ hy vy hp, respectivamente, y entre las cuales la unica diferencia

existente es una cantidad mayor de factor fijo en las ultimas .

L

Q« o

h-(K,L.) l‘\l(K.aL)
31(K)Lo\ 3L<K57L) )




le

Otra condicién que acompafia este tercer requisito, es que la fun-
cion de produccién no suponga, a priori, un grado de homogeneidad deter-

minado.

d) d2 K/sz 7 0, esto es, que las lsocuantas de la funcién de -
produccién sean cdncavas hacia arriba. Si comprendemos que este criterio
puede ser establecido como dTMS/dL, entonces es susceptible de ser ex-

presado alternativamente como
d-Q1/Q /dL = (~1/Qf) [Qk(dQL/dL) -QrL (ko/dL)] >0

o lo que es lo mismo

. 2
~(1/Qy)3 [QLL of - 20, QL ) - Qkk @[> 0

La 2a. expresidn dentro de paréntesis es una forma cuadratica en
la cual cada término posee un grado uniforme, por lo cual esta condicidn,

llamada también de 20. orden, puede ser escrita de la siguiente forma:

¢ QL -QxL
Q<0 , 0,
-QLx Qkk
va que Qp ¥ O.
A, 2 Una vez establecldos los criterios neoclasicos para funciones de

produccidén, pasaremos a derivar las condiciones de optimizacién, en ge-
neral, en la produccidén, para poder después establecer cuales son éstas

para cada una de las funciones particulares bajo estudio.
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a) Maximizacidn de Producto {Q) sujeto a restriccidn presupuesta-
ria (Cp) - Se trata de ver bajo gqué condiciones se maximiza €l producto,
que es una funcidén de K y L, sujeto a un cierto nivel de presupuesto, cu-

ya ecuacion se establece como
C = Px.K+ P;,.L

w
en donde Pk y Py son el precio del servicio del cavital y trabajo, res-

pectivamente.

Ya que se trata de un problema de optimizacidén bajo restricciones,
se hace necesarioc hacer uso del método de Multiplicadores Indeterminados
de Lagrange para encontrar las condiciones de primer orden y Determinantes

Hesstanos bordeados para las de segundo orden {7

Entonces, hay que

Maximizar Q = f{K, L)

Sujeto a Co = K.Px # L.PL,
lo cual se logra maximizando

Z = f(K,L) + A(Co - K.Pgx = L . Pr)

!

donde A es el multiplicador. Asf pues, lgualando las primeras derivas a

Ccero

2 =) Qx - A Py 0

(Zp, =) QL - APL =z O

(Zy =) G - K.Pgk - L.Pp 2 0

* Lo anterior supone que el productor contrata los factores en mercados -
perfectos.



by
)\ T o T e
K =L
como cordicidn recesaria para maximizar © sujeto a Cu. Las coniicicnes

suficientes, o de seqgundo orden estadn dadas oor

n

o - P, - P
Hi = 1-Px Qxk QkL >0
-PL, Qri QLL

que viene de requerir d2 Z <O, v que simplifica en

2
2 Qg1 Px P > Qk Pr ¥ Orr Px

b) Minimizacidn de costo (c) dado un nivel de producto (Qg) .~ Es-
te caso es semejante al anterior en cuanto al tratamiento que se seguira.

Agquf, la funcidn objetivo a minimizar es
Z = P . K + Pp . L-F[QO-E(K,L]

Igualando las primeras derivadas a cero

Zk =) Pk = P .Qk = 0
(ZL = ) PL = }J .QL = O
(ZIJ =) Qo - f(, L) =0
nos resulta
Py P

{en donde }J puede ser interpretado como el costo marginal) como & con-



dicion necesaria para mirimizar C sujeto a Qg. Las condicicnes de segun-

do orden se representan por el Hessiano bordeado siguiente:

o - -9
]Hl =179 Qkk Qr|{ > O
-QL Qrk QLL

o en otra forma

r Qup QL ~ 2QpL Qk QL - Qrr Qk%) € ©

va que l.l ;! 0 lo anterior se reduce a gque la expresion dentro del parén-

tesis sea negativa.

¢) Maximizacién de Utllidades.- Supuestamente, este es el fin que
persigue toda empresa. Para la consecucidn de tal fin, la empresa (aquf su
pondremos por dimplicidad que trabaja bajo condiclones de competencia per
feécta) busca hacer maxima la diferencia entre Ingresos y Costos. Los Ingre

sos (I) estan dados por
I = Pg .Q

donde Py es el precio de Q, el producto, y los costos (C)} por
Cz P . K 4P . L

Si recordamos que Q = f (K,L), entonces sabremos que el problema se re-

duce a maximizar

U=sI1-C= Pg . (KL - Pr.K~-Pp,.L



Asl pues, igualando las primeras darivadas a cero

Pk = P . Qk

L

o lo que es lo mismo, que e! empresario debera contratar unidades de ca-

da factor hasta el punto en que el costo marginal de contratar ese factor

t (Pt} sea igual al Ingreso Marginal que le produce esa unidad de factor

t (Pq -Qt).

Si bien la condicién de primer orden requerfa que dU = 0 , la -

condicién de segundo orden requiere d2 U L0, v eso sélo se da si

2
Ugk L 0 Upy € 0; Upp Ukk > UpL

B. La Funcidn Coeficientes Fijos de Leontief.

l.os valores extremos que puede tomar la elasticidad de sustitu -
cién son cero e infinito, que corresponden a los casos de isocuanta que-
brada rectangular e isocuanta recta. El primero de los casos ("= O) es
el que corresponde a la funcién de Coeficientes Fijos de Leontief. Este ti
po de funcidn se encuentra en el l{mite de los criterios Neoclasicos, it

est, ni cumple ni deja de cumplir con ellos, todo esto debido desde lue—

20
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go a le falta de susiiiurbilidad de los factores.

B.1 La funciéon de producciéu posee clertas caracterfsricas'tecnicas

muy particulares. Por ejemplo, ya se derivd la funcién en el capiiulo an-
terlor v se vio que el insumc de K y el de L estdn Unicamente deiermina-
dos por el nivel de producto. Este hecho permite hablar de ciertos coefi-
cienies fijos adscritos a los insumos en la funcién de produccidn, gue en

tonces se escriba explfcitemente { 2 )

x (36)

ol

Q z min (

!

en ella, podemos identificar a a y a b como los coeficientes fijos de

K y de L, respectivamente.

Si despejamos K y L en (36}, nos quedan (suponiendo a K y L per
fectamente divisibles)

K = aQ (37)

L= bQ

que nos dicen que, tanto el insumo de capital como el insumo de trabajo
que se requieren para producir Q unidades de producto, estan dados por

la multiplicacién de Q por & y b, que entonces pueden ser interpreta-
dus como el insumo minimo requerido de X y L, respectivamert e, por uni-

dad de produccidon de Q.

B. 2 La funcién coeficientes fijos no posee la propiedad Neoclasica de
no especificar el grado de homogeneidad a priori, ya que supone rencdimien

tos constantes de escala.
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Veamoslo:

f(K, L) = min (a~iKk, b~1 1)
mfn[a"l(f\ K), b-l()\ Lﬂ

3 min a1k, bl L)

F(AK, ML)
fFIAK, AL)

1l

H

y asi confirmamos que la funcidn de tipc Leontief supone homogzneidad de

grado uno a priori,

B.3 La elasticidad de sustitucidon es igual a cero (y de hecho se par-

tid de ese supuesto para derivarla) en una funcidén de Coeficientes Fijos de

Leontief, y es esta caracteristica la gue la distingue.

Basados en que la funcién es homogénea de grado uno, podemos

expresar la elasticidad de sustitucién de la siguiente maneral 1 > |

- _(20/2K (2Q/21) (39)
T Qf (22Q/3KDL)

La expresién anterior es igual a cero cuando la funcidén es de este tipo -

(Leontlef), ya que las primeras derivadas (parciales) son igual a cero, co

rroboréndose la asercidn original (d'= 0).

B.4 Como siempre, detras de la funcidén de costos de la empresa se

encuentra la funcidén de produccién. Una vez que se conoce ésta, se pue

de entonces llegar a la funcidn de ceostos, en la cual se tiene el costo

total como una funcién del producto.



Derivemos pues la funcidn de costos que corresponde a la funcidn
Coeficientes Fijos. Tenemos sdélo dos ecuaciones, la funcidén de produccidn

y la ecuacién de costo,

Q -m@ ik, vluy
C

K.Px + L. Py

Despejemos K v L en la funcidén de produccidn ,

K aQ (37)

bQ {38}

1

L

y sustituyamos (37} v (38) en la ecuacién de costo |,
C =a Q Pk + bQ PL
que se simplifica para producir

C = (aPx # bPL) Q {(39)

la funcion de costos.

C. La Funcidn de Produccidn Cobb-Douglas.

A diferencia de la funcién de tipo Leontief, la Cobb-Douglas no
representa uno de los casos especiales (por ser casos limites) de funcio-

nes de produccion, pues ¢ toma un valor entre cero e infinito.

En el capftulo I, cuando se derivdo la funcidén de produccién Cobb-
Douglas, se estipulé que la reiacidén entre insumos y producto esta dada



Q- Y K-v/c LV/c: + v

En esta funcidén se encueniran presentes los cuatro elemtnos de una tecno-
logfa abstracta, personificados en parte por los difererites parametros que

contiene,

Se dice que una tecnologia abastracta corntiene: un elemento de
distribucién (o intensidad de capital), gque estd dado por ¢ en este caso
de funcidn tipo Cobb-Dcuglas (25); un elemento gque pueda explicar el cam
bio tecnolégico neutral (eficiencia), contenido en en (23); un elemento
que nos hable del grado de economias de la escala en la preduccién (gra
do de homogeneidad, denotado en (25) por v; vy ademds, un elemento que
nos indique el grado de facilidad con el gque se sustituyen mutuamente el
capital y el trabajo, y que en el caso de (25) estd contenido implicitamen
te en ella (la medida usualmente empleada para la medicion aludida es @7,
la elasticidad de sustitucidn). La forma en que se afectan los diferentes
parametros varia con el grade de intensidad y direccién del cambio tecno-

l16gico.

¢ Por qué se dice que v es el parametro de homogeneidad? La

respuesta la encontramos buscando el grado de homogeneidad de (25):

% ~v/e L(v/c + V)

f(K,L} = Y¢F
-v/c (v/c + v)
FONK, ML) = § (AK) (AL)
F(XNK, NL) = { N /e Zie s ) L(V/C > ¥
v
f(NK, AL) = ¥ A ( VS e vy AV EK.L)



El resultado es que la funcidn es homogénea de grado v , y asi corrobora-

mos que el elemento grado ce homogeneidad nos es dado por el parametro

Vs

Por otra parte, resulta hasta cierto punto obvio gque 2l parametro
X en (23} es el gue da cuenta de la eficiencia de la tccnologfa v del -

Podemos expre-—

=

cambio ¢n la misma (siempre vy cuando éste sca ncutrall.
sar el cambio tecnoldgico neutral en aumentos en X . La consecuencia es

que oon la misma cantidad anterior de insumos el producto s mayor:

Supongamos que el cambio tecnoldgico se manifiesta en aumentar
Y de X,a X1 (X, > xc}, y que tanto K como L y que v y € nc cam-

bian. §i llamamos Q1 al producto después del cambio tecnoldgico, y -

Q, al producto antes del cambio, tendremos

~v/c v/c + v
Q1 = {]_ Ko Lo

v v/c + v
Q, = Vo Kg Lo

~v/c v/c + v
Q1 Y1 Ko Lo

o T Yo kJV/C© LOV/C Ll

Ql_xl

Qo VYo (40)

Pero yva que X,> 30 , entonces

¥,

o]

> 1
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de dounde se infiere gue

esto es, que el producto después del cambio tecnoldgico (Q1) es mayor
que el producto antes del cambio (QO), y que este cambio se manifiesta

en una variacidon positiva de X

Decimos por otra parte, que <€ es el parametro de distribucion,
y tenemos que probarlo., Para ello, tenemos dque suponer gue a los facto-
res se les paga de acuerdo con su productividad marginal {(condicién de
optimizacién), i.e. Py = VPMK y Pp = VPML , y por simplicidad, su-

pongamos ademas que el numerario es en unidades de producto, de tal ma

nera que Qg = P v Q1 - P . Efectuando, los resultados que tenemos
50n
Qg = - (v/e) Q/K (41)
QL = v/ce + v) Q/L (42)
Py = Qg
Pr. = %g
P = Sk
Py QL
Py - —tvw/e) Q/K
PL vil/c+ 1) Q/L
K . Py - -1
L . PL I + C (43)

Yy esto nos indica que efectivamente ¢ es sl parémetro de distribucién.



Normalmente, c tiene un valor negativo que, en un sentido estricto, sdlo
puede varlar entre = ¢ y menos uno. El primero de los casos (- «8) co-
esponde & aquella situacidn en la cual todo va a parar al factor tra_abajo,

debido a gque laz productividad del capital es.cero, y el sequndo, cuando

c es igual a menos uno, entonces sdlo el capital recibe pago, ya que la

productividad marginal del trabajo es nula. De la observacisn de estos dos

casos extremos podemos concluir que, a mayor valor de ¢ mayor participa-

27

cion del capital con respecto al trabajo y, viceversa, a menor valor de ¢,

mayor participacion del trabajo relativa a la del capital.

C.1 La Elasticidad de Sustitucién en la funcién de Produccidédn Cobb-

Douglas .- Ya se habfa venido mencionando que la elasticidad de sustity

cion bajo este tipo de funcidén de produccién es igual a uno, e inclusive

se partid de ello en la derivaciédn de la funcién, sin embargo, no esta

por demas revisar la verdad de tal afirmacidén.

Se habfa definido J en el primer capftulo como

_ d (X/L)/ (K/L)
g - dtdx/dﬂ// éKf /d Ly (4)

y mas tarde se llegd a una formulacién mas explicita de la misma

(L dK £ = K) o

) 2
KL d4 K
dL

Ahora, sustituyendo en la ecuacidn anterior los valores correspondientes:

FEl A -] R A,
= e R B
T EET ) e 5 (F)



283

—_
o
[On)

e

verificando que la elasticidad de sustitucidon es igual a 1.

G. 2 Veames ahora si la funcidn de Produccidan Cobb-Douglas cumecle

con los reguisitcs neoclésicos. Pero artes de esto, e€s conveniente, vara

fines de simpliciiad, hacer algunas mcdificaciones de forma a la funcidon

tal como se exoresa en (23). Teniamos

. =v/C v/c o+ v
Q= K L (25)

v ahora fijaremos

L/ % /‘3 (46)

<
I

f/;/’ (A7
i

Haciendo la sustitucidn de (46) yv (47) en

(25), nos queda

o=k L? (48)

con la cual podemos operar mas facilmente.

a) El primer criterio nos estipula que el producto marginal de los

insumos debe ser positivo, y esto se cumple en la funcién Cobb-Douglas:

Tenemos en primer términcs el PMK y en segundo término el PML.

Wi = e { Kp‘l . L‘f
= p /w0 >0 (9>°@”~>°’M°> (49)
QL = '{ '5' Kt“ L?d’ , dT 20 ]

s (Q/L) > O [’“{:-’\3‘(&*\)?0 l‘i““(" (SO)
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Los términos dentro de los paréntesis en (49) y (50) son obviamente posi-
tivos, al tgual que (J Y V ., Que s&sunque generalmente menores que uno, pa
ra 0 9 v < 2, son mayores que cero., En sfntesis, ambas expresiones, =

Qr v QL , son positivas y la funcién cumple con el primer critesio.

b) En el sequndo criteric Neoclésico se ssfiala gue la Productivi-
dad marginal debe decrecer {aunque siga siendo positive) a8 mayores canti-
dades utilizadas del insumo en cuestiéni, Se habia mostrado analfticamente

como Qkk, QLL < Q , v la funcién Cobb=-Douglas es consecuenie Lon €sior

Qkk

P[£950]
r(p 1) Q/x% & o (51)
QLL oy (f ‘F.‘!‘ESQ F-] )

£ (¢-1) ei? <o (52)

3!

il

Las expresiones dentro de los paréntesis en {(51) v (52) son negativas, lo

cual produce que las expresiones enteras lo sean, de uJucndc concluyamos

que esta condicidén se vea satisfecha, para los valores de v anotados arriba.

c) La tercer condicidén es llenada también por la funcidén de tipo
Cobb-Douglas. Este nos dice que la PMK debe aumentar al aumentar L ,
vy, viceversa (Qur. Qrk » O), ademds de que la funcidn no debe espe-
cificar a priori el grado de economias de la escala, cosa que ya se de=-
mostrd .

, Ya que QkL es igual a Qik, basta con gue se demuestre que uno

es positivo:



Gus 5 & Y o/
T K

Q1L \C‘»}” =— W O (53)

Todos los términos en (53) son positives, v por tanto el resultado también

o es.

d) El cuarto criterio nos dice que si queremcs mantener el produc-
to constante, al bajar la cantidad insumida de un factor, debe aumentarse

la del otro. Equivale a probar gque la Tasa Marginal de sustitucidn es nega

tiva:

T™MS = &k QL
dL Tk

]
|

i

V .
TMS -75—8%< o )TMS_____Z_ _\’SL:<O (54)

Es asi{ como la funcidén de produccidén Cobb-Douglas satisface el cuarto

H

criterio Neocldsico; un signo negativo precede una expresidon positiva, de

donde la expresion completa también sea negativa.

Asimismo, este cuarto criterio se extiende mdas aun, para decirnos

que la isocuanta debe ser céncava hacla arriba, esto es, que d2 K/sz >0

Para el caso en cuestidn,
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dZK d ,ﬁ_i_(_)__. d (____;ﬁ_

ar? T Tar \dC aL

. _f_,[_.L(ﬂV’/P)IS/L - -x]
£ L2

‘—‘(Ff‘“’(—(g—'-f-l)"i_z’ > o . (55)

(o
SN—-

1

ya que todos los términos de la expresidn son positivos.

C.3 La elasticidad de produ «ién de los insumos en una funcién de ti
po Cobb- Douglas.- La elasticidad de produccidén con respecto al insumo -
se deflne como el cambio porcentual en el producto entre el cambio porcen

tual del Insumo en cuestidn; p. ej., la elasticidad de produccién del insu

mo t es (partiendo de que los demds factores no varfan)

ra7on de cambio_proporcional de Q con respecto a t
razén de cambio porporcional de t con respecto a t

o lo que es lo mismo

Aq

E: Q no-t = no-tq

_ 2t /Q .t -

Asi pues, la elasticidad de produccidén tanto de trabajo como de

Capital (E7, ¥ Ex , respectivamente) son



_ ir & T - f .
= L;p T e = | (57)
: B
4
e
Ek = Qk . 'Q‘

- O K = i}
“F'i{"fv‘f (58)

Resultado interesante si se contempla que &p yF son los exponentes a

los que se encuentran elevados L y K, respectivamente.

C.4 Optimizacidén en la produccion bajo condiciones Cobb-Douglas.
Ahora entramos a la parte en gue nos toca seflalar bajo qué condiciones
(a) se maximiza el producto {sujeto a un presupuesto), (b} se minimiza el

costo (dado un nivel de producto), v (c), se maximizan las Utilidades.

Las condiciones ya fueron sentadas en iérminos generales, tocan

donos ahora hacerlo para el tipo de funcidén en cuestidn.

a) Maximizacidn del producto sujeto a una restriccidén presupues-

taria.- Las condiciones gue hay que llenar son:

- 9% : Qv
A P B

como aquella condicién necesaria, o de primer orden, ¥



o lo gue es lo mismo

2 2
2 Q. > Qxx P + Qui By

como condicién suficiente, o de segundo orden.

En cuanto a la satisfaccion del primer reqguisito
N = Po/k _ ¢ on
- Pk - P

o similarmente (un interesante resultado),

K.Px (‘

= ———

LaPL (]0

que nos dice que la distribucidon relativa del producto debe ser hecha de

acuerdo con la razon de elasticidades de produccidon de ambos factores.

Por otra parte, la condicidn suficiente {o de segundo orden) es

que

ZPLF _KQL_>?(?_1)'-§Z-HL2 y Y (P-1) . % . pkz

que puede ser reducida a

33
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2 PU’ (PI - LP (, 1) p\,( 2 (60)
-0 ~ - of == + - s | wal

K L ? (’ (\ L K k Yﬂ ( L)

b) Minimizacidén del costo dado un nivel de producto.- Para efec

tos practicos las condiciones de minimizacidén de costo dado un nivel de

producto son iguales a las anteriores de maximizacidn de producto dado un
nivel de costo o presupuesto.
Las condiciones de primer orden requieren en este casoc gue

P
P= oo

v las de segundo orden que

> 2
2QxL » Qkk QL+ QL Qx

La condicidn necesaria se lleva pues, de la observacion de la si

guiente igualdad:

Pk - Py
e Q/K LfQ/L

que puede ser arreglada en

i'_f_ - PL_ - L (61)
¢ v

¥ que resulta alternativamente en
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que es igual a la condicidn de primer orden del inciso anterior. (Es en es

te sentido que se dice gue las condiciones son semejantes).

La satisfaccién de la siguiente desiqualdad garantiza el cumpli-

miento de la condicidn de segundo orden:

282 o>p -0 %9 (& vrgn S e ()

que puede ser simplificado en

264 > B ‘f’z(¢-1) @%kn) +9 B2 (4-1 Q%K)
z)%z—[cp((s—l)+p(tf—1ﬂ (62)

c) Maximizacion de Utilidades.- Consideremos ahcra el caso méas
general de Maximizacién de Utilidades v veamos bajo qué condiciones se

maximizan estas en un mundo Cobb-Douglas.

Las condiciones de primer orden imponen que el empresario con-
trate unidades de capital y trabaio hasta que su Ingreso Marginal (de ca-
da uno) sea igual a su Costo Marginal (en este caso constante en Pk v Pr,
respectivamente, debido al supuesto de mercados competitivos). Estas con

diciones se expresan como

\l

Py



Y que al sustitulr en eillas losg valores apropiados, nos guedan

Q . P
Fie ¢ Pq-? 4 z -—Q*K—-—q-(a (62)

Y
Lz Pg - fp = 2ePa g (59

Gue pueden ser rearregladas, resultando

K. Py _ ”

3 Bq = \ (65)
Y

L « Py -

Ggue se interpreta de la siguiente manera: La participacion que cada fac

tor tiene del Ingreso total es igual a su elasticidad de produccidn, esto -

es, al exponente al que se encuentra elevado cada factor.

Las condiciones de segundo orden son que

. . 2
Qkk € O, Q< O, v Qrp Qxk > Qrr (67)

Se mostrd mas arriba que las primeras dos si se cumplen, v la tercera -

cuede ser expresada como

2

2
F ) Z 2
pU4-D -0 S5z s S
Y que se reduce a

1)(3-{-%’ (68)
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como la condicidn suficiente.

0. B Derivacién de la Funcidén de Costos bajo condiciones Cobb-Douglas
en la produccidon.- Para proceder con la mencionada derivacidn volvamos a
nuestra anterior notacién (23)

-v/c v/C 4 v
Q= Y K L

Aplicando la técnica estandar, se in‘roduce ademas de la funcidn
de produccidn la senda de expansién y la ecuacidén definicional de cesto

(o presupuesto).

Asi pues, tenemos tres ecuaciones de las cuales debemos hacer

una en la que C sea una funcién de Q,

3 -v/c v/c ¥+ v
i) Q = ( K L
Px
. P _ oL ~1
4 ) Py, & K ( 1 + c)
i11) G = K P+ L P

o

Despejando K v L en (ifi) nos queda

C - L Py,

y en {ii)

- P - K (1+ /P

- L.PL/ P (14 ¢

-~
1



e igualando, resulta

K:——C/Pk.c

!
H

(1 + c) C/CPL

Anhora, una vez que tensmos K vy L despejados, podemos sustituir-

los en (i), v asf, nos queda finalmente

-v/c v/c + v
_ =3 (1 - ¢)C
Q-Y(CPK) [ s Py —‘X

-v/c  —v/c v/c + VvV y/c4 v
Q :f -1 G (1 + ¢) 5
c Py c Pp,

v/c + v

-v/c
Q = -1 1 +c g
X(C Pk) ( c R )
-9 1/c - 1/c -1 /v
Y ( -1 ) (1 + c) Q (69)
CPk_ CPL :

Q
#

como la funcidén de costos de la empresa cuando la funcidn de produccidn

es del tipo Cobb-Douglas Irrestricto.

En el caso de la funcién Cobb-Douglas Restricta a grado de Homo-
geneldad igual a uno, vy fijando ¢ = - 1/e¢ , por simplicidad, la funcion
de costos en (69) se reduce a

T )T )

0 mas sencillaments, a
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G E\t‘k iy _ S ‘ (70)

recordando dcs7e luego, que v toma el valor de uno en este caso.

Nos toca ahora pasar a un nuevo tipo de funciones mas general,
las Funciones Homohypallé’gicas de Produccidén {o CES), gque comprenden
tanto a la Funcidén de Coeficientes Fljos de Leontief como a la Funcién -

Cobb-Douglas, en calidad de casos especiales

D. La Funcidn de Produccion Homohypalldgica, o CES.

Como Ultimo punto del primer capftulo, derivamos la funcidén de
produccion CES. En realidad, se comenzd a derivar desde gque hablamos de
la funcidn del tipo Leontief y su derivacidn, as{ como cuando pasamocs pot
la funcidén Cobb-Douglas. La explicacidn de por qué esto, es que ibamos
pasando por casos particulares mientras llegdbamos a un caso de funcién

mas general (como ya lo hemos mencionado en algunas ocasiones).

Llegamos a una funcidén, llamada CES (en virtud de exhibir una -
elasticidad de sustitucidén constante para todos los valores de K/L), en la

cual la relacidén de insumos y producto nos es dada por

v/
Qzf[ex + -0 1" N (35)

donde, de nuevo, Q representa el producto, K vy L el insumo de capital vy

trabajo, respectivamente, vy Y,_ c, %, v, los parametros de eficiencla, -
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distribucidn, sustitucidén, y homogeneidad, en su orden.

Expleremos (como le prometimos en el capftulo I) alrsdecor de la
significacidén de es*cs pardmetros. In primer lugar, se dice gue ‘!es cl -
parametro de eficiencia, o sea, que es en este pardmetro en ¢l cual toma
cuerpo el camtio tecnoldgico (supondremos sdio cambio tecnoldgico neuvtral,
que a la manera de Hicks se da cuando al no variar la razdn de producti-
vidades, esto es, la tasa marginal de sustituddn, no varia la razén de in
sumos, después del cambio tecnoldgico). Asi pues, un cambio tecnoldgico
positivo se manifiesta en un aumento EnX, lo cual debe conducir a un pro-
ducto aumentado ;cémo es ésto? Supongamos que las cantidades de insu-
mos usadas no cambian. (as{ como los demds parametros diferentes de ¥ ),
permaneciendo en Ko v Lo . Ademdas supongamos que Qo v Yo son el pro
ducto v e! parametro de eficiencia antes del cambilo, y Ql 14 Xl lo son-
después del cambio tecnolégico. Decimos ademas que X, > Xo, y que es

to hara que Q1 > Qo . Vv eso es lo que hay que ver:

Qo = \ofo\:CKo_“'*‘ (1~ €] Lo-_] T

- -V /s
Q = \b/l [cl{o “y 0-o LO‘“J e
~v /e
L - XI L—CKQ_«-f- (1 - ¢©) L‘“j M
% " Yo [ek -0 1x]77°

pDero Xl > Xo , © lo gue es lo mismo



{l/fo>l

de donde
oy _ | ]
%~ e ¢
v por lo tanto
By >

y se corrobora pues, gue el cambio tecncldgico neutral incide sobre Y ,

elevandolo.

Una propiedad de esta funcién de produccidn es que nos indica

el grado de homogeneidad que la caracteriza, y que estd dado por v . Ve

rifiguemos esto encontrando el grado de homogeneidad que posee (35)

- -v/ ¢
(k1) =f [cx & (-0 177

ko =Y lean v a-9 B e
f(AK, AL ‘K[ N ekt +-o) L’*)\“]_v/“‘

(K, A = {X”‘E: K"+ (1-0 L-“]_V/"‘}
f( 2K, AL) = )\v Y [C K% (1-0 L «] -v/ o

(MK, AL = )\ f(K, L) (71)

As{ pues, la funcidon CES, tal como esta escrita en (35), es ho-

mogénea de grado v . Esta caracter{stica es muy importante, ya que tiene

41
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implicaciones que van un poco mas alla de la mera especulacidn tedrica,
pues es kien sabida la relevancia que, para fines de programacion del de
sarrollo econdmico, sobre todo, tiene el conccer el arado de eccnomias dc

la escala que posee la funcidn de proauccidn de las irdustrias particu:a -
P £ E

res.

Por otra parte, se afirma que c es & parametro de distribucién.
Para demostrar que si lo es, tenemos que seguir el mismo proceso usado
en la funcidon Cobb-Douglas, esto es, debemos supone que a los factores
se les paga de acuerdo con su productividad marginal vy que (de nuevo por

razones de simplicidad) el numerario es en unidades de ovroduccidon y el -

grado de homogeneidad es uno.

Tenemos entonces
Pr = Qy

QL

o
-
Ly

Px - Qx

P, QL
/ ¥*) ©/x)
[a-o/r] ©ut!

+ 1

00
= =
TR

Py o fe/ X7 (©/K) _
pr [-ei/ ¥*] /Xt

+ 1
Pk - c . ‘I;.-_)o{
K

Pr. l-¢

o
K . Pr _ .C L (72)
L . PL l-c K
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Del resultado en (72), ademés de corroborarse que ¢ efectivamente
es el parametro de distribucidén, se hace notorio que la .facﬂidad con gue
se puedan sustituir los factores también afecta la participacion relativa de
los mismos. En el caso de "= 1, & se hace cero, y la expresiéon se re-
duce a aquella de la funcién Cobb-Douglas. (Las ces en la funcién Cobb-

Douglas son diferentes a las de la CES.)}

En cualquiel; caso, a mayor ¢ mayor participacidén relativa del ca-
pital, y viceversa, a menor C menor participacidn relativa del capital y ma
yor del trabajo. Sin embargo, ¢ tiene tanto un limite superior como uno in
ferior, que son uno y cero, Cuando Cc e€s cero, sOlo el trabajo tiene una
productividad positiva, y por tanto sdélo él recibe remuneracidon. Por el con
trario, cuando € es uno, sdlo ¢l capital recibe remuneracién, ya que la -

productividad del trabajo es cero.

Sin embargo, yva nos estamos adelantando al decir que o« tiene que
ver con la elasticidad de sustitucién ( ¢7), e inclusive habfamos implica-
do que ¢ = 1/(1 + &« ). Veamos por qué efectivamente ésta es la relacidn

entre T y ot .

D.1 La elasticidad de sustitucién en una funcién CES.- Esta es la
caracteristica mas importante de este tipo de funclones. La elasticidad de
sustitucién en ellas es constante a lo largo de toda la i{sccuanta y, lo no
table, puede tomar cualquier valor no negativo, lo cual la califica como

comprehensiva de las funclones de produccién Coeficientes Fijos de Leon

tief y Cobb-Douglas.



Busguemocs, para apoyar lo anterior, la elasticidad de sustitucidn

de la funcién CLS. Se definid O en términos generales como

s 2 - x) (@)
Q_): MKL \:;2 &
d

o2 2
K/dL", para

o]

Ls necesario entonces, en primer lugar, encontrar diK/4L vy

sustituirios en (8)

dK/dL = - QL/ Qk
<+ 1
dK o g o 1 -

i _ 1 = K
av = (Q)o{+l CC (—L') (73)
K

o Q
=
A
it
.
= Q.
—
|
=
ajl
e}
N
r=f
"'b-..—f/a
+
L5

—KJ (¢ + 1)
;2 o« + 1 o
—2—-]:2*5 = 1;0 (%_) (%_) [_1;c(%)+£‘ e + 1) (74)

Sustituyendo (73) y (74) con (8),

_(1-¢) (_I<_)a+l [ _ 1 (-9) ( )O(+ ! - K}
€. L
T (1 (D )

y simplificando la expresién mediante eliminacién de términos, (" se redu-

QJQ
(%]
T
W
'
w
af
8,
—_
] =
S——
R
TN
=~
3
1
ala
E

s

q =

ce a



R (75)

v qucda demostrado que ¢ es el parametro de sustitucidn.

Siendo K el parametro de sustitucidn, es conveniente examinar -
los posibles valores que puede tomar. Para tal fin sélo necesitamos des-—
pejar oL de la ecuacidén (75) y, partiendo de que T sélo puede tomar valo-

res comprendidos entre cero e infinito, podemos encontrar facilmente los -

limites.

Cuando (O se aproxima al caso limite de cero:

Vim of 15 1-

im - m

G750 0O O

lim & - D

Yo {7 6)

y cuando Q° se aproxima a oO

lim & = lim 1 _ 1

G oo T

Hm ot = -1 (77)
T~ o

Si bilen puede ser observado un tanto intuitivamente que la funcion CES es

una funcidén general que comprende tanto a la del tipo Leontief como a la

Cobb-Douglas, es necesario ir un poco méas alla.

Arrow, Chenery, Minhas, y Solow, en su plonero estudio€ 2 ) ,
muestran como mediante la aplicacién de los teoremas de valor medio, se

sigue de su definicldédn de funcidén de valor medio — # , que el
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1fmm X[cr“"q (Lol |

O = i

gue no es sico la misma funcidn Coclicizntes Fijos de Lecntief, de la guae

on .incas guebradas rectangu.ares, v

n

ya Sse mostrd Jque sus isocuantas

gue, ds la nanora en gue esta escriza (2o, los virtices e las izocuan-—

i

do

(¥}

Gre

U

i

[

tas yavern soors un vector recio Jue tiene un inclinacidén de 4

n Jgue se

O

que vparte del origen. Cesce luego, gsnera.mnente las unidadas

=

miden o existzn los factores difieren, y enionces este problema es solu-

cionado facilmente cambiando la escala.

Por otra parte, nosotros podemos ver que cuando o toma ¢l valor
de cero, la funciéon CES no es sino la funcién Cobb-Douglas . Sin embar-
go, no podemos aplicar la teoria convencional de limites, yva que se nos
produce una forma indeterminada, y la solucidn la hallamos encontrando

logaritmos v luego aplicando la regla de L'Hospital:

-V /e
J = ( Ec K™% (1-¢) L"‘] i
¢n O = ln( ~ v In L-cK"m + (1-¢g) L_“] {(79)
o

-

Sélo el segundo término del lado derecho de la igualdad contiene « , asf

que
" -~
lim v In [ c X q-i- (1-c} L J
o — O -8
= lim EdaT v 1o [ cK "+ (-q) L7 ‘]}

at -0 d
det ( ot)



o

v T8 K o K - {leer LT Im o
= ifm cX T+ (mg) L7
o > 1
T ~vecinK - v (J-¢) InL

e incorporando de nuevo la expresién a (739) ,

1nQ=an+ ve In K + v (l-¢) In L

v aplicandeo antilcgaritmos, tenemos

& ch v (1-¢)

& = L (80)

la funcifn de produccién Cobb-Douglas (en una forma diferente), y asi que

da demostrado su caracter de funcidn mas general.

D.2 Hablaremos ahora de las propiedades necclasicas de la funcidn de
produccién  CES. Hay cuatro criterios que debe cumplir la funcién de tal
manera que pueda decirse que posee propiedades Neoclasicas, gue ya han

sido expuestos y son:

a) Tanto la Productividad Marginal del capital como la del trabajo
deben ser positivas, esto es, que Qk y QL sean mayores que cero, Vea-
mos los wvalores que adoptan, suponiendo por simplicidad que v es igual
a uno (es posible hacer este supuesto, ya que es de esperarse gque v nor

malmente sea pcsitiva:

=]
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-1/ = 1 P |
Cy = - lix }/E:K”% (1=c) L"’“’j ~ (-=<cXK )
- — = _x] v
N ol Gt $a ECK+(1—C)LJ Q
_ c(_de*l/Kd**l
x 1
= (§> M {(81)
\ - "1/‘7‘ -k Lo gy e i
Qp = - 1k { ]:cK‘“ + (1-0) L7 ] (1-c) (=17~

- S
(1-c) ¥ == ¢ E: K %% (1-0) L"“_] oL” <!

o + 1

= (:L—C)?(_“Q L

G-a) foY !
:‘T:}?* (f) > & (8

De (81) v (82), vemos gque claramente Qy y Q1 son pecsitivas, ya que es

= + 1
/7

D
—

de esperarse que normalmente todos los términos gue estan contenidos en
ambas sean mayores gque cero, y por tanto, la funcién CES satisface el ori

mar criteric.

b) El segundo criterio nos establece que las productividades margina-
les sean una funcidén monotdnica decreclente positiva, esto es, gque - -

AQZ/} KZ, QQZ/B 1.2 > O. Tenemos entonces que {fijando ademas u = K/L)

=

Quy = /X7 @K (1/%° [K(c/ ) Tt - Q:]

1
c/ {*) @%/x*™) [(K/Q) o/ (N /1T T~ 1]
_ e/ (YY) @2 RETT) Ec/ Y~y @/ - 1]

ot 2 yird T 1 -
= e/ X*) @Q%/K ) [((l-c)/c) =+ 1 ﬂ (83)
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v como
[(1—-(:) / c] u™ »o0

entonces

Qe < ©-

Por otro lado

1
.
X
TN
=0
L
—
]
S
—
'e)
e
i
O

QLL

H
R

(1-c) Q o + 1 1 1 _
' (L) (L) [C/(I-C) (1/wW + 1 ! (84)

y va que
" 2
(C/(I—C):]- (1/u)” D O

se sigue que

QL € ©.

de donde podamos asegurar gue la funcion de produccidén CES posee esta

segunda propiedad Neoclasica.

La anterior condicién no se sostiene para altos valores de v, una
vez que se acepta que v £ 1, Es de esperarse que en cualquier modelo -
Neocldsico "razonable" la existencia de "fuertes" economfias de la escala
prevengan una declinacidén en el PML. Por lo tanto, la posibilidad de que

la funcién CES no satisfaga este criterio, no es perturbadora.

c) El tercer requisito que debe cumplir es que, cuande se aumente
la cantidad utilizada de un factor, la productividad marginal del otro debe

aumentar. Esto se expresa de otro modo diclendo que la segunda derivada
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parcial cruzada de Q con respecto a Ky L (o lo que es lo mismo, con
respecto a L yv K sea posltival
Oup = (c/ %) @K (/K% Ko
o, o= - o 4=
= /X @R /K T a-o QL)
(85)

c(l-c . % a/{%*) o= wan™”* 1>o

Todos los términos en (85) son positivos, as{ que la expresidn entera tam

bién lo sea.
Por otra parte, cuando se aumenta el capital, la productividad mar.

ginal del trabajo también se eleva:

-~ 2
(1-¢) § "So/m% (/1) L o

QLk
+ 1

1-0) § T/ (L e §%/w

: 2K - g 1
' ci-o) (/Y ) Q% i’ >o (86)

El efecto es el mismo, ya que por definicién- las dos derivadas parcilales

son iguales (QLk = ) .
En cuanto a los rendimientos de la escala, ya se demostrd que la

funcidn no especifica los mismos a priorl, y permite que tomen cualquier -

valor '~ v,

d) La cuarta propiedad Neoclasica que se busca ver si la funcidén
0) y que

posee es que la tasa marginal de sustitucidén sea negativa (TMS
0).

” 2
la curva isocuanta sea cdncava hacia arriba (esto es, que d2 K/d L



Derlvand n entnnees K con respecto a L

.

cL =
53

98 = o gt X6 i
e e e R
c ¥ (DR .

oo
s
it
|
-
i
128
TN
b
N
S
+
b
AN
O

los dos términos (gque son positivos)-vin precedidos por un signo mencs, de

dorde se . .a gue etectivaments la T™M3 (O

Ya derlvamos anteriormente ta TMS con rezpecto a L (74}, ¥ nos

habfa quedado:
2 + 1
% . 4. SiK = d - D-g) [ x©\® J
aL? dL (-_QL) ’51?[ c (f)
_ {1~ K “«+ 1 1 ril-'c X - .
Sy 29 (17 Q) B2 )] >

pues todos los térmircs de la exoresidn son positives.

Queda entonces demostradao que la funcldn CES posee itcdas las

propisdades Neocidsicas ya menclonadas, y entonces pecdemos aslynarie al

callficative de “"normal”.

D.& La elasticidad de produccidn de los insumos en una funcién de ti
po CES.- Definimos anteriormente la elasticided de produccién de io3 in
sumod como €l cambto porcentual en el producto entrg el camblo porcen-

tual del insumo en cuestidon, y esto lo expresamos como
Bt = Qp . (/Q) .

En esta forma, la elasticidad de produccidn del capital es
Ex = Qp [(K/Q)

Bk = (ve/ (1 Qv+ 1 -1 g/

- ‘/rz ; !1/\,-' ~
Ey = '}r{‘k %_" T}ff} (K ) 87)

y la elasticidad de produccidn del trahaio es



3/ - Sy YAV o 4 1
2,z (LAD) will-gjd Q I,
N 1 /% ex,
~ v (1) o ¥ s
J_,L, = e ..._.:_ it ]__._._.___ \C./b)

Es de apreciarse gue cuelguicra e los parametrcs [orma Ete de la exprs

i

sion de e:asticidad de proauccidn, de donde se iccizre gue cualoui r cam-

Etres conduce & un cLmico en la misma.,

s

blo enn ics pear

7]

D.4 Cotimizecidn en la produccion bajo conaiciones CES, - T
mos para esie tipo de funciones cuéles son las condiciones particulares

bajo las cuaiaes se logra la optimizacidn en la produccidn v esto, co la

=

misma forma gue sze procedid con la Cobb-Douglas, se hard viendo cudies
son las condiciones pajo las cuales: (a) se maximiza el producto, sujcto

a un presupuesto; (b) se minimiza el costo, sujeto a un nivel <z procucto;

v () se maximizan ilas utilidades de la empresa.

(a} Maximizacidn del producto kajo una restriccidén presupuestaria.
De acuerdc con las condiciones derivadas en la Seccidn A de este capitu-

lo, las condiciones de primer orden se exXpresan como

r

Qe _ O
Ao

Yy las condiciones de segundo orden mediante el Hessiano hordeado



o) -Py ~Pp.

| a5 -Pr Qxk Quri > O

VI“PL Qrx Quy

5]

Jatituyzr '~ =n las expresicones los valorss correspondientes a este tigo

e funciin, tenemos como condicidon de primer orden

A S| e
B 2 SIS
g _OITV Nk

K

s

k PL

!a cual, después de multiplicar ambos lados de la ecuacidon por

it - o/
( /V/v o v+ 1l oo simplifica en

c (1~

c)
Py Ked ] P 1%+ 1

v al rearreglarla nos queda (89)

3 ’ ot + 1
e = C L
PL 1-—C) ( K)

gue nos dice que la combinacion de factores debe ser aquella que satisfa-

za la igualdad.

La condicidn de segundo orden viene siendo en términos "simplifi-

cades”
O(/V
2c (1-c) {2+ v) (Q/ ()
Z o
S Lo Noen ety @av a9l oY b

LK+ 1 P LT A

. ) 2
(+ v} o2 o=/ %% p 2 - clx+ ) 7 AR

8/ _':-L/,'V <3 A g 3 :(_2 A a3



Tl cumszliinients de esta cond-cidn (supuesta la obscrvecidn de la cde

mer ord i1l 88 casdlbiza e g8 estd & arimidandoe €] pEodnst

restriccion vresuruestaria,

)

{p) Alinimizacion del costo, dado un risel de prosacio.

diciones de vrimaor orden redcuicren gue

11 Hl 5
T Lk Qp

v las de segundo orden que

2
D Cxr > O QAL + QL @k’

G

e

Para satisfacer la condicidn de primer orden hay entonces que ha

cer la igualacidn

pk - PL_
e . O = YAV "] vii-c) O ot o4 ]
K%’ g K r‘/v “?—TI_

y multiplicando ambos lados por

v O =Sy o+ 1
7

(91} se simplifica en

1
Pk_ Kat-l- 1 _ PL Lut-}-

- 1=

Yy en rearreglandola nos queda



+ 1
Py cC i (32)
Lty B - . i
P, K

como la expresion simplificada de la condicidn de primera orden para ming
mizar el costo cuando ya se ha fijado un nivel Q5 de producto. Es de no-
tarse que esta condicidon es idéntica a la Gque se obtuvo en el inciso ante-

rior.

La condicidon de segundo orden también es idéntica a la del inciso
anterior, previo supuesto que a los factores se les pague de acuerdo con

su productividad marginal. Esto es, la condicidn se estipula como

2 . > OQxk Qpf + Orn ok’ (93)
Yy si
PL re QL

entonces, sustituyendo en (93} nos queda

2 2
2 %L > Qwx PLT + Qi Py

gue es idéntica a la que corresponde a maximizacion de preducto, dado un

nivel de costo (91), y gue por tanto no es necesario volver a escribir.

(c) Maximizacidon de utilidades.- Las condiciones de primer orden

para maximizar utilidades son

Pq - Qk

Py

PL = Pq - QL

Ot
Gi



CFES son, mas especificamernte,

Vv oen un mundo
o = P oy
k= B - K
5 - -
-L - Pq - ._/L
v en un mundo CLS son, més especilicamente,
VAU S
P, = Py XS O (31)
s q {’-’X v f\" + 1
y
EAE |
S vilac) O (97)

las cuales nos indican gque para que
tal cantidad que en la Gltima unided

costo marginal de contratacion (P v

el empor esario contrate factores en

emnpleada de cada uno de ellos, el

P1) sea igual al ingreso marginal que

sroducen (Pq . PMK y Pg . PML), es necesario cumplir con (84 y (33).

Las condiciones de segundo orden son que

Qkk < O . Q. < C,

ya se vio que las primeras dos (Qxx ., Qrr < O) siempre se cumplen, e

>Q}(2

y QrL Ok

T —

15

lcnces todo se reduce a gue se observe la tercera.

i

.
LAWY

Las condiclones de segundo orden son pues,

w
O
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el O i-)2 @2 =YL e D) fi-g @Y H L
‘s' 2% Sy L2°<+2 y%/v Lo(+ 2
2 & + o + 1
V(0<+V Q'/vwl - cv x4+ 1) O /v
Xdoc/v Kd“-&-ﬁ X/w‘\/v KOs+ Z
2

que puede ser reducidas a

/v =/
(¢ + 1) (i-c) Q~ (ot 4 v) -
)4 — } [CY"‘/VV 9 (< + 1)
4
Ld

para entonces si poder garantizar gque se estdn maximizando las utilidades.

Las condiciones a las que se arribd en los primero s dos inci-
sos, sOlo nos aseguran gque se trabaje exactamente sobre la curva de cos-
to total minimo de la empresa, mientras que la dGitima condicidén nos asegu
ra (al satisfacerla) que se trabaja en aquel punto en que la diferencia en-

tre ingresos totales y costos totales es maxima.

En términos diagramaticos, la primera condicion nos dice cémo

obtener el maximo



cT

CcT(E)

&

Grafica 2.4

producto posible (Q') cuando se tiene CT' de presupuesto. La mis -

ma grafica 2.4 nos sirve para ver lo gue nos dicen las segundas condicio
res. Estas nos dan el criterio para hacer minimo el presupuesto a costo to

tal (CT') cuando se fija como meta un nivel de produccién Q'.

Dibujemos una grafica gque nos permita ver lo que nos apcortan las
ultimas condiciones arribadas (de maximizacidén de utilidades):

CT IT CT(Q)

é.
5

Grafica 2.

(o]

[a V]



I'stas cordiciones nos dan el cricerio nccesarico v suiicizntae na

il
45}

sreducir en QY, nivel de producto al cual la difsrerncia entre [ngreses 77302

es (IT) v costes ctales (CT) es maxima, =370 3, donde el nivel Iz uii-

p PR, © o

=5 Derivacién de la Funcidn de Costos bajo condiciones CoLS on L2
roduccién.— Ya hemos hablacdo de la funcidn de costos en términos L.ono-
rales, e inclusive la derivamos para la funcida Cobp-Douglas. Ahora 3 2-
mos derivarla para la funcidn CES y, de nuevo aplicaremos la técnica es-

tandar para derivarla.

Tenemos entonces tres ecuaciones, dadas por (1) la furncidén de zre

duccion, (ii) la senda de expansion, y (iii) la ecuacidén de costocs (surcon-
dremos, de nuevo por simplicidad, que la funcidn de produccidn es ‘::of:o::_é

nea de grado uno, esto es, v = 1:

e 1/
W Q= flcKk™+ (-0 L
3+ 1

5 P 1 -\ L
il o= = _— =

PL C \K
(iii) C = K. P + L . P

Jespejemos pues K y L en (iii},
K = ¢ - L. PL (9 7)
Px

C - X . Py

L = (98)

[¥a
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y en {il),
1/(«¢+ 1) '
K = [%__}}:C)] L (99)
1/(<+ 1)
= K
- [(1 c) PL] (100)

para ahora sustitulr (99) en (97), quedando

1/(=+ 1)
L -LP o[-0 P L (101)
Pk CPk

y {100) en (98), resultando

C - KPR =(CP‘< VY (102)

PI.. Tl—Cj PL }

Despejando L y K en (101) y en (102), respectivamente,

- C(cPK) 1/(::.4- 1)

c (- C)l/(m—f- 1) P 1/ (e + 1)
4SRRIV T VNS C RS VA CE S

las cuales se pueden simplificar si recordamos que ¢° = 1/(x+ 1) v la sus

tituimos en ellas:

L = g T Pka.‘ C (103)
(1-c) TP 7+ PLc¥T P&
¢ e
= (1-c} PL ,
« ¢ (104)

c® ¥ 4 Pk (1-¢0) pLT
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Una vez hecho esto, pasamos a sustituir (103) y (104) en (i), la funcién

de produccién, para después despejar C:

\
a’ —of By 3 -A
Q= X[ ((1 ) " L @ + (1-¢) c"_"Pkr G

(ad it - .
P 4 P (1-c)? P P (1—-c)a-PLT+ PT. c” Pff

~al, wof
Y & : - ot
_Q_ = C (1 C) - PL % (1_0) c U"“pkq" c - ot
H chk - Pk (1=¢)® By (1-c)7P1¥ = P, c T Pk”

el - o - .
c =4djc (l;c)cr -~ 7| * (-9 c T P i
{ c i + Pk (1-0)7 PY (1-c)” P1T — PL <P Q (105)

y asi, por fin tenemos la funcién de costos para una funcidén de produccidn
CES Restricta. En (105} podemos observar que C (el costo total) es una fun
cion de Q (el producto}), v que en la relacién funcional entran en el coefi-
ciente todos los pardmetros y dos constantes, Px y Pr,. Como el coeficten-
te no varia con variaciones en Q , entonces es una constante, vy podemos

escribir (o 5%) mds sencillamente como

G = & .0 (106)

donde

o ~ot —a ) !
% [c ((1“3) PL” + (1-0) (= TR <)

T 4 (1-c)T Pk PIT (1-c)” pf — PLc?® BT

ts facil ver entonces, que en este caso de funcidn CES Restricta, la cur-

va de costos asume la forma de una linea recta que parte del origen y cu-

va pendiente es lgual a a.



CAPITULO III
LA ESTIMACION DE LA FUNCION DE PRODUCCION

Y SUS IMPLICACIONES

Llega aguf a su parte mas importante este trabajo: la estimacidn
de la funcidn de produccidn, En los anteriores capitulos se derivaron aque
llas funciones que por sus rasgos nos eran de interés, y se habld de ca-
racteristicas generales gue cada una posefa y cuales eran las condiciones
bajo las cuales se cptimizaba la produccidn en presencia de cada una de
ellas. Lo anterior fue posible gracias al grado de abstraccidn que envuslve
la funcidén de produccidon. Este grado de abstraccidén posibilita, ademéas, la
estimacidn de la funcidén de produccidn de una empresa, industria, sector,
o pafs, y esto provee al econcomista de una poderosa arma de analisis pa-

ra el dissfio de polftica econdmica.

La industria escogida en este trabajo, para dar un ejemplo, del -
proceso de estimacion de la funcidén de produccidn, es la industria cerve-
cera mexicana. La razdn principal es la disponibilidad de los datos nece-
sarios para hacer los calculos gque se requieren. Se logrd obtener informa-
cidn de los insumos y el producto en los ultimos 25 afos, lo cual desde -

ahora suglere que es una estimacidn intertemporal la gue hemos hecho.

A. La estimacidon de la funcidn de produccion .

Nos interesa estimar la funcidn de produccidn de la industria cer
vecera mexlcana, v hemos de buscar gque exista un minimo de restricciones

aprioristicas en la misma (p. ej., suponer competencia perfecta, rendimien-
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tos constantes, un parametro de distribucidn fijo en un valor, o un grado

de elasticidad de sustitucidén determinado). Sin embargo_, es practicamen-
te imposible (a nuestro alcance) hacer estimaciones libres de estos supues
tos, v as{, suponemos a priorli que la elasticidad de sustitucidn es cons-
tante a lo largo de la curva iscocuanta y que, el cambio tecnoldgico, si lc
ha habido, ha sido neutral, de tal manera, que el grado de homogeneidad,
los parametros distribucionales, y la elasticidad de sustitucién no han wva-
riado scbre el tiempo), afectdndose solamente \‘ (el parédmetro de eficienc-
cia). No se puede saber el efecto neto del primer supuesto sobre las esti-
maciones, pero si podemos adelantar que ? carece de significaciln, ya quse
seria una especie de promedio de las ¥ que ha tenido la funcidn a través -
del tiempo, v no una estimacién de § actual. (Lo anterior sélo es posible

s{ se trata de un anéilisis "cross-section", gue no esta a nuestro alcance

poder realizar) .
1. Estimacidén de la funcién de produccion CES.

Teniendo en mente el objetivo de hacer minimo el nimero de su-
puestos, se ha partide de que, en principio, debemos estimar una funcidn
CES para la industria bkajo estudio. (La razén es que la funcién CES no -
asume a priorl el grado de homogeneidad, el wvalor del parédmetro distribu-

cional, y la elasticidad de sustitucidn}.

La funcién aludida es
-~ og
G = XEC Ki—.(— (1-c) Li_mj + ui (35)

donde de nueveo, Q, representa el producto; K y L, el insumo de capital
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v trabajo {(sdlo supondremos estos dos factores), respectivamente; (,c, v,
v &, los parametros de eficiencia, distribucién, homogeneidad, y sustitu-
i6n, en su orden; u., e€s el error; y donde el subscrito i se refiere ai ano

W observacién) i (= 1, ..., 25).

Aungque se tienen las observaciones de Q,K, y L, no es posible
sstimar directamente de (35) los diferentes parametros contenidos en eila,
73 que se trata de una funcidn no-lineal, y los métodos tradicionales de
stimacidon por minimos cuadrados no son aplicables. Sin embargo, gracias
3 Jan Kmenta <14> , tenemos a nuestra disposicién un modelo gue nos DT
nite aplicar estos sencillos métodos. El profesor Kmenta expandid (35) por
series de Taylor alrededor de o =z 0, la cual, después desechar los térmi-

ws de tercer y mayor orden, conduce a

nQ = Wl + we aKi + ~G-) Ll

- o &t G-e) [heke - bl gas (0%

ue 81 es lineal.

La aproximacidén que se hace a la funcién CES puede ser separada
tn dos partes, una de ellas que comresponde a la forma Cobb-Deuslas, v
ina que representa un "ajuste"” debido a la desviacidon de £ de cero, vy que
esta dada por el término ~(I/2) v a c (l-c) [ln Ki - In L1]2. Es ciare. que
el 3juste o correccidon se hace cerc en el case en que o« = 0, 0 le aque eas

¢ mismo, cuande el coeficiente de regresidén no difiera significativamente
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en cuyo caso nos encontramos con una funcién Cobb-Douglas.

de cero,

As{ pues, hemos aplicado regresidon por minimos cuadrados a (107)
y los resultados son los siguientes (se usd un programa de Anélisis de Re
gresién Miuiltiple -AMUR- del I.T.E.S.M., y ah{ mismo fue corrido en una

calculadora electrénica IBM 16 - 20):

Regresién Crdinaria:

VAR, COEF. ___E. st. t
. In L ..6074 .0425 14.28
2. In K 5613 .0348 16.09
3 [in k- 1nL'[2 -.0656 L0410 -1.52

COEFICIENTES DE CORRELACION PARCIAL

(4 es la variable dependiente)

1.0000 -.6883 .37382 . B597
.6883 1.0000 .8744 + 3390
Rehrash. .8744 1.0000 .7461
.8587 .8590 .7461 1.0000

Error Estandar de Iln Q = .G302
Término Constante = —_ 34065
Coeficlente de correlacidn
mualtiple (rpy) = 9959
Coeficlente de regresidn _

multiple ajustado (ﬁz) = .9950
Error estandar de rp (G"rm) = .006082
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Andlisis de wvariancia:

Tuente de Suma de Grados de Cuadrados

variacidn cuadrados libertad medios P
Por regresidn 4 ,6553 3 1.5518 1696.875
Residuo 0192 21 . 0009

TOTAL 4.,6745 24

Pruebas de Hipdtesis para coeficientes de regresion (B):

la. Variable.~-
Ho: By = O; H;y: B ¥ O

ta) = 14.28 > t.g995 = 2.83 (21 G.L.)
.- Se rechaza Hg y se acepta H, , o lo sue es lo misme B ¥ O

2a., Vartable.-

Ho: Bp = O; Hp: Bz ¥ O
t(2) =z 16.09 > t.ggs = 2.83 (21 G.L.)
Se rechaza Ho y se acepta HI1

Ja. Variable.-
Ho : Bz - O ; Hj:B3zF# O

t(3) = 1.523 { t.995 = 2.83 (21 G.L.)

Se acepta hipotesis nula a un nivel de significacidédn de ,005
(33 = O) .

ti3y = 1.523 £ t.95 = 1.79 (21 G.L.}



.” .Se acepta hipdtesis nula a un nivel de significacién de
gps. (B3 = 0)

t(3) = 1.523 { t.g5 = 1.79 (21 G.L.)

Se acepta hipdtesis nula a un nivel de significacién de
.05. (B3 = O)

t(3) = 1.5233t.gp = 1.32 (21 G.L.)

." . Se rechaza hipdtesis nula y se acepta hipdtesis alternativa
a un nivel de significacién de .10.

Prueba de la "F"

F = 1696.975

3
F;, (.01) =4.87; P[F >4.87] = .0l

F > F3

21 (-0

La regresidon no es accidental o casual.

De los resultados anteriores podemos concluir que &« no difiere sig
nificativamente de cero, por lo cual nuestro caso se reduce al de la fun--
cion Cobb-Douglas. Los coeficlentes de correlacién parcial de 1,4 Y I2,4
son bastante altos, explicando 1 y 2 en gran parte las variaciones de 4, -
mientras que r3,4 nos indica que 3 no aporta algo significativo para la ex-

plicacidn de los cambios en 4.

El hecho de que el 3er. coeficiente de regresidén no difiera signifi-
cativamente de cero, no quiere decir que el ajuste sea male. Prueba de -

¢tllo es el elevadisimo Cceficiente de Regresién Miltiple (.99) v la también

67
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C

rastante graade F (1,€90).

En wvirtud de lo antsrior, obtenemos las siguaientes estimacionss e
05 pardmetros de la funcidn CIS ae produccidn de la industiria cervecera

mexicana:

H L gon

Qe O <

que podemos decir que, en su forma CES, nos es dada por

Q- 1.42 [.525 K™ + .475 L‘O]_l'%g/o
que es indeterminada, pero que por el proceso de encontrar l{imites por me~
dio de la regla de L'Hospital, nos gqueda

5B 1.3 6074

Q= 1.42 K L (108)

Sin embargo, ya que los resultados no presentan pruebas conclu-
ventes en contra de la existencia de la funcidn de produccidn Cobb-Douglas,
entonces es muy probable que nuestros resultados mejoren si estimamos di
rectamente una funcidén de este tipo. No significa esto, que estemos aban
donando nuestro propdsito original de no suponer un grado dado de elastict
dad de sustitucién, a priori, ya que hemos demostrado que esta no difiere
significativamente de uno. Lo que pensamos es que, con la presencla de -
esta restriccién, una vez que sabemos es valido imponerla, los estimados

pueden mejorar en calidad,
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2. Eztimacidn Je la funcidn de produccidén Cobb-Douglas.

Estimaremos ahora una funcidn de produccién Cobb-Douglas Irres-

tricta para la industria cervecera mexicana. Usaremos la notacién dada en

(25):
- v/Cc + v
Q; = X KiV/c Lj & u

Como se observara, esta funcidon tampoco es lineal, asf{ que sus

vardmetros no pueden ser calculados directamente por los métodos tradicic_q

nales de minimos cuadrados. Sin embargo, puede facilmente obtenerse una

expresion lineal de ella si le aplicamos logaritmos.

InQ; = lnx -v/c In Ki - (v/c + v) In Li — ui (109Y

is{ pues, tenemos una expresidén lineal (para fines de estimacién) de la
funcién de produccién Cobb-Douglas, en la cual Q es el producto; K v L,
el insumo de capital y el de trabajo, respectivamente; 7(, v, v ¢, los pa-

rametros de eficiencia, homogeneidad, y distribucidn, en su orden; y uj

el error, donde el subscrito i representa el ano (i = 1,2, ..... , 28¥.

De la aplicacion de regresion por minimos cuadrados a (108), ob-

snemos los siguientes resultados:

legresion ordinaria:

Variabkle Coef. Ew St t

1. In L .6484 03393 19.11

2. In K .=0 21459 SHsgd



Coeficientes de correlacidon parcial (3 es la variable dependiente):

1.0000 .6883 .B597
.6883 1.0000 .9590
.B5S97 .895380 1.0000
Error estandar de In Q = .03113
Término constante - - .32403
Coeficiente de correlacion
multiple (ry) = .99772
Coeficiente de regresidn
miltiple ajustado (R2) e .9955
Eror estandar de rm (G"rm) = .00091
Analisis de variancia:
Fuente de Suma de Grados de Cuadrados
variacion cuadrados libertad medios F
Por regresién 4,6532 2 2,3266 2400.27
Residuo L0213 22 L0010
Total .- 4.,6745 24

Pruebas de hipotesis para coeficientes de regresidén (B):

la, Variable.-
Ho : By = O : H;: By # O

t(1) 19.11 > t.ggs = 2.82 (22 G.L.)

70

Se rechaza Hp v se acepta Hl , o lo que es lo mismo Bj # @ g
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2a. Variable .-
Ho : By = O ; Hp : Bz # O

t(2) = 35.13 > t.995 = 2.82 (22 G, L.

Se rechaza Hp vy se acepta H)] , en otras palabras, B2 # O,

Prueba de la "F"

F = 2400.27
2
Fpp (.01 = 5.72 ; P [F >5.72) = .01

2
F=F,, (.01

La regresidn no es un mero accidente o casual.

Se puedé observar facilmente que la calidad de las estimaciones
ha aumentado un poco. Esto se . infiere de las mas altas tes’y la con'
siderablemente mas alta F. Sin embargo, esta nueva estimacién no contri
buye adicionalmente gran cosa en la explicacién de las variaciones de la
variable dependiente, debido sobre todo a gue las estimaciones de la CES

eran muy buenas, también, y entonces la nueva R2 no aumenta mucho.

Lo que en realidad nos debe importar es precisamente que partede
las variaclones es explicada por la regresién, y en este Ultimo caso, el -
99.55% de las mismas lo es, y entonces podemos decir que lps resultados

son magnificos.

Los valores de los parametros, a partir de las estimaciones, son



c = —2.264
! . 1 385
Yy que resulian de la funrdin de mroduccion satnpad ¢, que Gar Ga GGlae
- L5127 6548% o
Q = 1.38L K L. . {1 i)

Asi como en el caso anferior pengamos qQue ya aue o a0 dijnle
significativamente de cero, entonces lus esiimados de unas funcaGn fo0'so
Douglas serian mejores, también pensamos gue s1 v no difiecre ciagni’d
catlvamente de uno, entonces logs estimados de una funcion Cobb- Douglas

Restricta deben ser mejores que aduellos que se obtienern de una fwig e

Cobb-Douglas Irrestricta.

Lo que entornces tenemeos gueae ver es5 s! efectivamente ¢ difiere
significativamente de uno o nou., Para ell: tenemos que ver si la z dada

por
A A
+ _ By ¢ Bz = 1

s . mrer e o

\[Gvﬁ‘i -}0‘@; 4+ 2 cov (f{l §;_'f

es mayor que 2 (un nivel de confianza del 95.45%)

Efectuando

T

4 .65 = .51 =~ 1
.0002128 - .001149 - 2(.00034)

t = 3.54 > 2

Y por lo tanto no hay evidencia en contra de la existencia de rendimien-

tos crecientes a escala, y entonces nuestro proceso de estimacidon de la

funcién de produccién para la industria cervecera mexicana aquf se detie-
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ne, y nuestros mejores estimados de la mism‘a, son los dados en (110).

B, Implicaciones de los resultados obtenidos.

Es en estos momentos cuando podemos derivar conclusiones obje-

tivas al hacer andlisis que tengan que ver con la funcién de produccidn.

1. Condiciones de optimizaciéon en la produccidn.

Estas requieren gue

FPx - PL
(a) 5, - O
by [k -QL
Py ~ Pr
() Px = Qx Pgq

y son satisfechas entonces cuando

Pr Py,
5727 Q 7 Q_
572 % L6484 7

0 lo que es lo mismo

K P _ L Pr,

- - 111
#3127 .6484 . ( )

y cuando se lgualan también Pk y Pr, respectivamente, a

P = .5127 £~ Pq

pp = -6484 % Ry
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o lo que es lo mismo, a
P, = .5127 I/K (112)
- 6484 1 /L (113)
(Hay que

PL =
donde 1 es el ingreso total que se recibe de wvender el producto.

recordar que en todo el analisis se parte del supuesto de competencia per

fecta en ambos mercads, de producto y de factores).

Las anteriores condi ciones se reducen a decir que el empresario

(en este caso la industria) debera contratar capital y trabajo hasta el pun
que resultaran en aque-

to en que se logren las igualdades (112) v (113),
llas cantidades justas para lograr la maximizacidén de utlilidades.

2. La elasticidad de produccién del capital y del trabajo (Ex v Er).-
las elasticidad de produccién de un factor se

Como se recordara,
define como la razén del cambio porcentual del producto al cambio porcen-

de tal manera gue entonces podemos esti-

tual en el insumo en cuestidon,
mar la elasticidad de produccién a partir de la funcién obtenida.

Se recordara que en el caso de la funcién Cobb-Douglas, la elas

ticidad de produccién de un factor es igual al exponente al gque se encuen
lo cual hace bastante simple el problema.

tra elevado el mismo,

Tenemos entonces que
Ei = «5127 (114)

y
.6484 (115)

tr
!
)



Quir. ey yeoe s secis e, cUando apmaent e o Lo caniial oen L0% ol producto

terds o B 1Y% v cuando aurnora-amon e rabejo en un 10% el

R S W I S B ) P

modo fa s sameantact en 6,284k,

Lo enterinos sa puede usay para mosirar gue exisan rarctimientos

T. oe ot yuor-

1.1611

i

crecienios & enoala, yva qQue s supongmeos gne tanto K ocomo

tan e un LCU%, el resultrdo serd gue el producio se multinlics por

Q 2 TR, 1) homogénes de grado 1.1611

implica

1.1611
F(ZK, 21) = 2 £(X, 1)

por definicion, va que

f(AK, ML) = 1.385 (3K 227 (AIJﬁ6484

BlES gy .6484
)y 127 y-6484 .6

f(AK: )iL) = 1.385 K

1.385 A °1%7 ¥ .6484  .5127 _-6484

1.1611 .

= A 1.385 g- 5127 | -6484
1.1611

P, f (K, 1)

3.- La relacién K/L éptima.—

De las condiciones de optimizacidn en la produccidén, tenemos



.5127 1/K

U

- Pk
Py, = .6484 I/L

y si dividimos una ecuacion entre otra, nos gqueda

Py,  .5127 1/K

Py, .6484 1/L
simplificando

Py

L
—_— = .791 =
P1, K

y rearreglando, tenemos por fin

K _ PT,
5 = 791 g (116)

que representa un vector recto, cuando los precios no cambian, que parte

del origen. Se visualiza graficamente de la siguiente manena:

K
1\

X 5




7Y

En la grafica 3.1 0V represenie el veoctor aludido, cuya pendiente

es igual a K/L

tan 4 = %

la cual a su vez es igual a la pendiente de 8 ( = PL/Pk) multiplicada

por .73 :
tan 8 = PL
Px
tan 4 = _.791 t an 6

y entonces podemos dibujar mas simplemente la gréafica 3.1

K
»

ST, &
74! 5 L

o

Por otra parte, del resultado en (116} podemos ingerir la participacién re-

lativa de los factores en el producto; tenemos

{117)
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-

que nos dice que el pago que recibe el capital es el 79.1% del pago que

recibe el trabajo.
4.~ La funcidén de costos de la industria cervecera.-—

De acuerdo con las derivaciones el capitulo II, la funcidén de cos

tos que corresponde a una funcién Cobb-Douglas Irrestricta estd dada por

C_—.X-]'/V __,_:__l__,V/c 1 + ¢
icPk c Pr,

al sustiruir valores, esta funcidn resulta en

-v/c -v
ql/v

En nuestro caso especial,

2 L8913 1.6741
c k__ P .861
G = 759 (‘.“4‘74‘1‘) = a (118)

la funcidn de costos de la industria cervecera mexicana.
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£,.- Una aplicacidén de la funcidn de produccidn.-

En este trabajo nos hemos mantenido, hasta el momento, en un

arado de abastraccidn Gtil y necesario para nuestros propdsitos. Se hande

rivado funciones de produccidén, se ha hablado de caracteristicas técnicas

y condiciones de produccidn, y se ha estimado una funcién de produccidn,

v todo esto lo ha hecho posible el tratar el tema en la forma "abstracta"

en que ha sido tratado.

Este proceso de investigacidén debe tener aglun significado, esto

es, lo gque se ha hecho debe poder servir para el diserio de alcﬁma politi

ca econdmica al nivel correspondiente (Industria).

Es el propdsito de este inciso el mostrar una aplicacién de la -
funcion de produccidén, la importancia de cuyo conocimiento de hecho se

nace notable en la investigacion de la igualacién de los preclos de los -

factores en la teorfa del comercio internacional, en la investigacidén de las

estrategias del desarrcllo econdmico (donde se necesita saber si se puede

aplicar el modelo de Harrod-Domar o no, por ejempio), y en otros campos.

En este caso propondremos una metodologfa para averiguar los re-

suerimientos futuros de capital v los de trabajo, basados en los resultados

tue hemos obtenido, vy haremos algunas consideraciones en lo que a inte-

gracién de la industria se refiere, basados en que existen rendimientos cre

cientes a escala en la produccién,
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a) Proveccién de las necesidades de capital vy de trabajo, para el afio n

(Kn v Lpn, respectivamente), de la industria cervecera mexicanar Como se
recordara, la demanda de los insumos es; una demanda derivada de la de-
manda del producto. En tal virtud el nivel de demanda de ellos varfa direc

tamente con ésta.

Lo anterior hace necesario averiguar la demanda del producto en
el afio n (Q%ﬂ1 }, para pecder insertarla en la funcion de produccidén, elimi-
nando asi{ una variable, que entonces serfa un parametro. Por otra parte,
existe sustituibilidad entre los factores, por lo cual es necesario conocer
también la razoén de precios relativos de los mismos en ese ano n. Yaque
no nos son asequibles estos datos, tenemos que dejar Gnicamente indicado
el camino a seguir, v lo gque aqui hagamos sera elaborar una metodologia

conducente a él.

a.l La demanda de cerveza.- Muchos deben ser los factores que afecten
la demanda de cerveza, pero algunos solamente seran determinantes princi-

pales de la misma.

Podemos dividir en dos grupos los factores mencicnados: aquellos
que se encuentran fuera del control de la industria y aquellos que son con
trolables por ella. En el primer grupo hallamos factores tales ccmo el Ingre-
so Medio de la poblacién (Y/NP), el precio de los bienes sustitutos Pg (re
frescos y vino), el tamaro de la poblacién (N) y la composicién de la mis-
ma (el grupo consumidor es aquel cuya edad estd comprendida entre los 16
y 64 afos de wvida), el nivel educativo de la poblacidén (E}, y'T, los facto-

res estacionales, de tendencia y ciclicos.
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En el segundo grupo hallamos un fadtor gue puede jugar un impor-
tante papel en la demanda de cerveza, y este es el factor empresarial (D),
ya que una "fuerte" direccidén de las empresas puede hacer que la demanda
para la industria aumente, y no sdlo que se reparta de diferente manera el

mercado ya existente de por si entre las diferentes empresas.

Encontramos que entonces, la demanda de cerveza en e] afio n es

una funcidén.

Q% - f /PN, Ps , N,E,D.T),

Una vez arrivada esta funcidn, serd posible estimar las de facto-

res en el afio n.

a.2 La funcidén de produccidén y las necesidades de factores.- De acuerdo
con los resultados obtenidos y las condiciones derivadas en el segundo ca

pitulo, sabemos que los factores deberdn combinarse en una forma tal que

dk _ [ PL
dL Px /n

vy que el nivel de productc estara dado por la relacién funcional

d .5127 _ .6484

QS = 1.385 K L (110)

Las dos ecuaciones mencionadas nos proveen de un juego gque pue-
de ser resuelto por simultaneas determinado, as{ los valores futuros de K y

de L consecuentes con el objetivo de maximizacidén de utilidades.*

* De nuevo se encuentra presente en nuestro analisis el restrictivo supuesto
de mercados perfectamente competitivos.



As{ pues, tenemos,

dK _ Qi _ .6484 O/L _ .6484 K

L Y
——
e

dL. ~ Qx ~ .5127 Q/K -~ .s5127 L

e igualando a (Py/Pk); , nos gueda

K (.6484)__( P
L \.5127) - 'Fi)n
K/L = .791 (PL/Pk)n (1186)

la cual, junto con (110) nos provee el Juego de ecuaciones a resolver por

simultaneas:

K= .791 L (PL/Px)p (116)

.5127 .6484

Q 1385 K L (110)

d
n:
Despejando K vy L en (118) yv (110)

K= .791 L (PL/Px)g

L = (K/.791) (Px/PL)

y - 1/.5127
K = (_ On )
1.385 L[-9484
d 1/.6484
1 =~ ( Cn
1.385 K-°127

€ igualando, obtenemos finalmente

82
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.558
861 /pk)
n

Kn = .001 Qp o
1.558
861
Ly = .00126 Q°°° (P_k)

que representan las estimaciones implicitas de las necesidades de capital

y trabajo para el arno n.

Este andlisis es simplificado en extemo, pero puede servir como
una guia que marque el camino que se deba seguir en una investigacién -
que busque determinar los requisitos futuros de insumos de una industria,
y al mostrar esto, mostramos una importante aplicacidén de las funciones de

produccidén que justifica el andalisis y estimacidn de las mismas.

b) Integracién en la industria cervecera mexicana.- Como parte de las esti-
maciones tenemos que la funcién de produccién de la industria cervecera es

homogénea de grado v = 1.1611, esto es, que existen rendimientos crecien-

tes a escala. ¢(Qué nos sugiere esto? ;Qué implicaciones tiene en cuanto

a agrupacidén de recursos de las fabricas?

Este hecho tiene implicaciones fuertes en lo que a integracién se
refiere. La razdn reside en el hecho de que si se unen fabricas se aprove-
chan los rendimientos creclentes a escala, aumentando el aprovechamiento

de los recursos que se tienen disponibles para la produccidn.

Podemos probar la afirmacidén anterior de la siguiente manera: Supon

gamos que tenemos una funcidén de produccidén homogénea de grado dos
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Q = KL

v que los precios de los insumos sSean

Pr ;3'1100 y Pr, :&';SO, y que Q a producir por la industria sea 1000, Su-

e produciran 500 cada

s

pongamos primero la existencia de dos fabricas qu

una, y asi

Pr _ Of,
P = Qg
P _ Q/L _ K
Pk Q/ K L
K- $50 _ 1
T $100 — 2
K_—_'_.I_L
2

500 = KL
spg = L= 112
L = /1000 = 37 .62
K = 21.62 _ 15,81
2
Pr . K= § 1581
Pp . L= $ 1581
Costo X Fab. = $ 3162

Tenemos as{ el costo por fabrica; vy el costo para la industria seréd



2 X $21n2 = 55,324

Ahora contrastémoslo con la situacion en la cual sdlo existe una fabrica

que produce los 100G,

1000 = 3 L2
L = 2000 = 44.7
K = % (44.7) = 22.35
Pp.K = $ 2235
+
Pp.L = $ 2235
Costo X Fab. S 4470

y tenemos asi el costo por fabrica que es el mismo que el costo para la
industria, y gque claramente es menor que el del caso anterior. Esto nos ha

servido pues, para probar que la integracién redunda en un uso mas eficien

te de los recursos.

Es conveniente recalcar que aquf{ se habla de una integracion fisi-
ca de los recursos de la industria, no de una unidén colusiva estatutoria de

las empresas.

A pesar de que la integracidén tiene ventajas al producir economias

en la produccidn, éstas no son muy grandes, ya que el grado de homogenei

dad es 1.16, y se acerca al caso de rendimientos constantes, en donde no

hay economias en la produccidn al suceder la integracidn.

Por otra parte, si bien si se provocarfan eccnomias en la vroduc -



86

cién, es bastante probable que se provocaran deseconomias en la distribu-

cién que més que las compensaran, produciendo una pérdida neta la inte-

gracidén referida.

Una vez més, hemos probado la aplicacién de las funciones de -
produccién en problemas trascendentales de orden econdmico, y reforzamos

la justificacién del estudio y estimacidén de las mismas.



APENDICE AL CAPTTULO TTT

EXPANSION POR SERIES DE TAYLCR ( ALREDEDCR DE oL = O )
DE LA FUNCICHN CES DE PRODUCCION, DESECHANDO LOS TERMINOS DE TER
CER Y MAS ALTO ORDEN.

la forma de la funcidén de produccibn CES, es

Q=¥ [c_ K“"‘+c‘-¢)1_“‘]"% (35)

y al aplicarle logaritmos Neperiancs, se tranaforma en

b Q= bu ¥ - L b [e K™+ -0y L] (ua)

Nos interesa expandir la funcifm anterior por series
de Taylor, cuya férmula para la expansiédn de una funcibn f£(x),
alrededor de cero, es '7->:

f{x) = £{(0) + x £*(0) + g%-xz £11(0) + o0 + %T <" £7(0)

En nuestro caso nos interesa expandir la funcifn f(«) alrededor
ds cero, pero sblo hasta el término de segundo orden, por lo cual

debenos encontrar

£(x) = £(0) + e« £'(0) +%-[o("f"(0) (129)

Asi pues, por tratarse de una derivacifn laboriosa,

encontremos primero £{0)

in [cK-~+ (1-c) L-ﬁz
- 4

f(ﬂt) -lnr—v
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41 darle el wvalor cero a &« , el segundo t&rmino permanece indeter
ninado, por 1o cual hay que usar la regla de L'Hospital para poder

encontrar £(0),

£(0) = 1nY -+ wd_da dse. [c' KT 4e-o) L]
3
Se &)

£(0) = In{ + vo In K + v(2—¢) In L , (12D

¥y tenermos asi los tres primeros t8rminos de la funcilm expandida,
Nos falta afin encontrar

« 21(0) + Fot211(0)
por lo cual se procede a derivar f£f( o) 3

v [C‘» K-x,pxu K + (i-2) L-d.,Lv..L] - -
£ - L + 3 0. K .
ol ['_¢ K_.‘ '\- (\-—C) L_‘] d.‘_ [Q '4'({ t.)l- ]

y rmultiplicando toda la ecuacibn por « para completar el segundo
t8rmino de (i20)

3 LI e K"k dc-d L7500 L] + L o ek S4+c-0 5] (112)
le k™ +ci-o -1 <

( En este caso, el £ gque multiplica a f' se"presta'en ambos términos
8 la expansibn alrededor de oL = 0 « )

Derivamos shora f'' , y obtenemos, después de

8implificar,
Prr o ~AS X [e. K-q /?/\A.-LK - (-2 L_:t ‘L] + 'U—’[QK-“/PAAK'*- (1-2) L-*/EM-LJL
= [e K™ » ci-e) \~%] *LeK™ +ci-ed L7o]"

_ov[ek hkiao U] o bulek"s oyl
o* [e,K"" FCr-e) L""J oL




Ahora hay que multiplicar toda la ecuacidn por (l/’2)o<.2 , para

después sumar el resultado a (122),

av e KK da-o U LE L) + Ce K™ LKt o L ba L]

%x2 £11r 5
2 2 [er™ & (i-e) L] 2 Lok & G- L ]

ek A Km0 T Yal]
[eK™ ¥ Ci-o) L]

v g -x
P )/v\[cK + G- U _? ( )
En esta Gltima ecuacitn, las 'as' reprssentan ‘alfas' gque no se

encuentran comprometidas en la expransibdn alrededor de cero.

Sumemos ahora (121} y (122 para después completar la

expansidn inmediatamente 3

$ At Fe K Lok + -0 LA L] s X TS Y hnad
AL TR EQ-K""” F -0y L] + 3 L LewhoolT]

%
a.'tr[tK"/luK-r ) L";L-LLJ_
2 [ek 400 "=

_ QJ[CK'(EAI’K'{'(FQ) LA L])
LleK % r -0 L]

+-

_rleKhKsao L l) L p [ak-<ecea L]
[eK ™ v "] =

_av U hd-o LT 1] Y
Z [ek™4c¢-0p L7 ]"

e LIK+ -0 L 8L ]
[ek=% Lei-ed L7%]




c(l‘” ._li'_\;r Et(\"c,jK“(E_—g\derr(l\.\L—\_C!-C,> K-‘( ‘L_-.()M?_L
i L]__c,K“'“-E—CI-c)L'“‘j?‘

e{l-¢) K =] T AK }
ELKFQ+CPQ)U411

_avel-e) (oK L L lK-2 ek inl e L] }
B z [c. K™% 4+ (1o e) L"‘]"

xf@) + L g zzareton) Ty 0 gt

y volviendo la & & % (que no estaba comprometida en tomar el

valor cero),
ac-fto),L_fza(’“ $0) - —-‘zo(v"co-e.)[ﬂwb(-lML]L

¥y hemos encontrado asi, el itérmino que nos faltaba para completar

la expansibne.

Ast pues, ( (24) resulta finalmente en

Ie Q= Jud 4wt dn K+ (o0 dul -4 wrecee Dk -dul]™ (of)

vna funcifn lineal, que puede estimarse mediante métodos tradicionales

de minimos cuadrados.



CONCLUSIONES

La técntca de ia estimacidén de las funciones de produccidn ha -
avanzado considerablemente, aunque aGn falte mucho camino por recorrer.
Esta técnica nos ha provisto de la herramienta necesaria para estimar la
funcidén de produccién de la industria cervecera mexicana, y al menos apa

rentemente, los resultados han sido buenos.

A diferencia de estudios anteriores, se ha utilizado una forma -~
irrestricta de la funcidn CES en las estimaciones, esto es, noc hemos asu
mido a priori la existencia de rendimientos constantes. Con ello hemos ga
nado algo en generalidad, pero para ello hemos requerido datos de capital
que no siempre pueden estar a la mano o ser estimados (como le hemos -
hecho nosotros). En los calculos de otros estudios no es necesario -
conocer K. Sin embargo, es porque se esta partiendo del supuesto de ho
mogeneidad de grado uno que no se necesita tener o estimar K. Si se -
tiene el dato de capital, parece entonces ser‘preferible utilizar la forma
Irrestricta en las estimaciones, va que no hay necesidad de cormrer el pe-

ligro de "falta de especificacidon".

Sobre si los resultados son t{picos o no, lo Gnico que puede decirsees
que, mientras no se proceda a hacer estudios posteriores sobre la materia, la -
existencia de rendimientos crecientes y elasticidad de sustitucién igual a uno {u
otro valor) no podrd ser comprobada y seguira siendo un freno para el analisis y
dictamen econémico, la escasez de informacidn acerca de las diferentes indus-

trias. Es posible que los resultados que se obtengan de estim‘ar las funcic-
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nes de otras industrias difieran entre s{, as{ como también es posible que
no difieran entre si, y la Gnica forma de averiguarlo es investigando méas-

la materia.



o
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Originalmente no se disponia del dato acerca de K (el Capital),

por lo que fue necesario calcularlo indirectamente.

De acuerdo con la teoria moderna de} capital, el valor ael activo

de capital comprometido en !a produccidn es igual a ios ingresocs noiosdel

mismo entre su precio, gue en mercados partectos de cap.ial es igual a la

tasa de interés de mercado

Se tiene
K.Pk (z rK) = T - L.PL

entonces

Kk - L-L.PL
r

donde K, es capital; I, los Ingresos Totales; Ly PI,, la cantidad de traba

jadores y el Precio de los servicios del trabajo; y r , la tasa de interés.

(Todo medido en términos reales, esto es, descontando los efectos de la-

inflacién de precios).

De esta manera fue posible tener los datos acerca de Capital, que
complementaron los datos que se tenfan de Q (producto}, I,L, y PL, vy con

los cuales fue posible hacer las estimaciones.

A continuacién presentaré una tabla en la cual se consignan las -

diferentes observaciones de insumos y producto de la industria cervecera

mexicana, que se compone de méas de 20 fabricas en la actualidad.



TaslA 1.- O28C2vACIONES

INSUMOS CAPTILL ¥ 1

(EN LN DE STUS INDICES)
_laK _ & Ano
2.3026 2.3026 2.3026
2.4971 2.3795 2.5305
2.5079 2.4580 2.575hk
2.5418 2.5471 2.6846
2.4842 2.5151 2.5132
2.3897 2.5257 2.5621
2.4520 2.8729 2.7422
2.7997 2.8494 2.9487
2.7755 2.8669 3.0025
2.8591 3.0088 3.09837
2.8818% 2.939391 3.0824
2.9913 3.0824 3.23203
3.0021 3.0746 3.2351
3.1446 3.12%4 3.3364
3.2588 3.0928 3.3680
3.3279 3.0083 3.3385
3.5699 2.9698 3.4177
3.7002 2.95390 3.4923
3.7223 2,9312 3.494686
3.6986 2.9312 3.4858
3.7702 2.8775 3.5043
3.9484 2.9993 3.6498
4.0675 2.9719 3.6577
4.0000 3.2176 3.7546
4.1534 3.1478 3.8555
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1 2 3 4 5
143 365,201 259,266 32,025 4,439 56,330, 134,139
44 435,096 325,694 34,524 4,797 82,200 163,072
15 438,240 - 340,843 38,103 5,187 93,545 164, 801
16 461,887 380,000 45,338 5,670 114,968 176,362
47 523,157 322,305 45,878 5,492 116,550 160,771
348 410,762 336,042 44,301 5.549 116,303 147,935
49 460,260 404,507 59,579 7,554 142,811 155,831
50 615,666 494,898 69,394 7,674 210,234 220,583
51 620,186 522,252 66,783 8,627 233,518 215,328
52 664,700 572,144 73,004 8,997 286,209 234,087
353 680,098 565,708 79,743 8,912 280,967 227,661
54 752,691 655,877 85,105 9,684 352,259 267,154
55 720,614 658,942 81,581 9,609 339,485 270,080
56 848,024 729,222 95,609 10,148 483,584 311,442
57 852,349 752,538 94,164 9,785 549,594 . 349,057
358 878,100 730,815 95,197 8,990 607,632 374,017
59 976,309 790,810 101,455 8,652 757,147 476,520
60 1,098,153 852,058 107,357 8,561 893,896 542,749
61 1,135,115 854,051 113,651 8,325 927,993 554,932
62 1,166,225 850,041 150,847 8,327 978,838 541,890
%3 1,207,426 862,382 150, 745 7,890 1,041,462 582,163
64 1,363,546 997,443 172,857 9,335 1,285,496 695,721
65 1,510,876 1,005,265 178,304 8,671 1,449,416 783,524
66 1,473,093 1,107,745 219,130 11,085 1,460,733 732,487
67 1,771,593 1,225,392 246,234 10,342 1,717,348 853,924
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Descripcién de la tabla 2

1 o=

Valor del producio ajustado por indice de precios con bhase 1954-100.
elakborade por el Banco de México, S.A. en NMéxico 13861 vy

{Indice
México 13¢7)

T

Millares de Litros.

2.~ Produccién en
3.- Total de salarios pagados ajustado per indice de precics con Lkase
1354-100 {(Banco de México, S.A.).
4,- NUmero de trabajadores empleados por la industria,
5.- Valor del pago a todos los insumos de la industria a precios corrien-
tes.
6.~ Valor del capital empleado en términos reales:
Col. & = Yolor Producete & P.C, = Pago Total a Insumos a P.O.
- T
donde T = tasa real de interés.
NOTA: Todos estos datos fueron obtenidos de la Ascciacién Nacional de Fa-

bricantes de cerveza. (con sede en México, D.F.)
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