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En este trabajo se construye un mo-
delo de crecimiento econémico a partir -
de dns teorfam: 1.1 troria de 11 deminda
Yy 11 teoria de las ecurciones diferencin
les, En realidad, mis que 1a teoria de -
1v deminda, es e1 concepto del equili-——--—
brio del consumidor el que se utiliza., -
Ia ide:1 es hacer encnjar 1as ecuaciones
Aiferenciales en 1n teoria econémica Ael

.eonsumidor y, a1 pairtir de ést:, dar un -
scntido econfémico A aguéilas. Es por eso
gur se¢ escopen funciones linevlems pari -

construir el modelo, l1as cualtes 11 ser -
igug]ai;s iﬁiQUieanugl_Qmpceptqﬂgﬁ egqni
1ibrio del conaumidor) dain 1 sixtema en
equilibrio. Este sistem1 em uni ecuacién
Aiferencinl cuya solucién nos da V1 tra-
vectorii del producto en o1 tiemno.

El primer capftulo abord. el proble

myr de 1a demanda. Se hace una exposicién

de 1a teorii de 1a demainda empezaindo con



21 concepto de curvi de indiferencia. --
lvuero sno intliza 12 Tineir de nrecios del
consnmidor; 11 cual, junto con Y. curva
de indifrrencia, nos 1levi 1 enncepto -
de equilibrio del consi midor. Luego ase -
estudian los efectos renta, sustitucién
¥ orecio para explicar, con wynudr de ——-
ellos, 14 formi de unt curvi de demainda.
Se exnlica efdmo 11 virinciédn invers. en-—
tre 1 precio y 112 cintidad demandida Ade
unt mercancia, no es M8 que ol result -
do de 11 suma de Aos fuerzis: un efrctao
renttr v un efecto snstitucién,

En el capitulo dos se estudian Ta1is
rcnuiciones diferencitles. Se inicia 11y -
exnosicidn con el cancepto de ecunci én -~
diferenciyl v los dAistintos tios de —-—-—
rcurciones diferencitles que se uswn en
el 1nilisis cientifico. Tuero se explica
el ci180 de viriihles separables nira npa-

str 1 continuwerdn con Yas escurciones 11



neales de primero y segundo érdenes.

o d

Fn los capituloas tres y cuatro se -
construye el modelo y se ohtienen 1as —-—

conclusiones nertinentes. El modelo cons

ta de cuntro versiones. La primera es de

1a forma

y(t) = F + (y, - ¥) =

donde y es e1 producto v ¢ el tiempo.-

La segunda es de 1a forma

1 .t
y(t)= e, € 4 ¢ e - J/K

donde

A=1/2(-m/n % \(m/n)" - 4k/n)
B=1/2(-=m/n- Jf%/nf‘- 4k /n)

siendo k,m,n pardimetros del modelo. La

tercefan y cuarta versiones son las si———
guientes:

()= (cy & ¢ t) o - J/K

donde
Yy

y(t)= B fc, cos A ¢t & c\‘sun Bt)-J/K



En general, la conclusién es que ca-—
da trayectoria del producto en el tiempo

es resunltido del tivo de ecuacidén utiliza

da.



I.- TEORIA DE ).\ DEMANDA.

In teoria de 12 demanda se prono-—-

ne exnlicar Ya formar nue »nresenta una -
’

curva de demandn. En 1, sipuniente fipn

r1 8 representa unn curva de este ti-

Po.

fipgury 1.-

Tn esta firvra q renreannt 14
cyntidad demandidir de yuna mercancfa, -
mientras que Pp represent: el precio.

n e} »unto N (q.m } el consumidor de



mind  oq, unidades de mercancia al -
precio m . Sin embarpo, At el precio
bvi: de p, a p, 1y ceantidid demandady
por el consumidor vwmenta de oq, a
oq, - Esto ilustri: Y1 relacidn entre -
eV nrecio de uni mercincia y 11 canti
dad demindada, 11y curl es invers. se—
ptin se arrecin por V. formi de Y cur
vi de demanda dd°'.

s éste o)1 punto esencial que «~-—
ahordd 11 teoris de ta demuinda. To=w
cconomistis 1a han elabhorido can el -
fin Ae explYicir V1ared vwvidn existente
entre 1a exntidid gue o1 consumidor -
demaindir de uny mercancia y el precin
Ae 9111.A,Pnr ané 11 auamentir (Aismi-
mair) el nrecin de unt mereanc{i hy -
de b jir (subir) su cintidid demanda—
da? L1 resnuesti 1a encontrairemos 1l

unir virioas concentos que v cantinun-

cidn g0 explican,



a) Curvas de indiferencin.- Consi

dérese 11 sipuiente figora.

fipurar 2.-

En l1a firpnra 2 el eje horizontal

representy distintis cantidades ded

bien x. En el eje vertiecnl se represen

tan distintis cintidades del bien y,

¥n 1 punto P, el consumidor posee x, -

cantidades de X y y, de y. Si se des—-—
nliza a 1o Yairpo dAe 1v curvy de | a -
P, tendri que renunciar a y. -y, de y -

para obtener en camhio x, -x, de x, To



mismn sucederi s8i pisa de P, a | ; -
8610 que -thora cambia Ya—Y¥y e y npa-
T ohtrner x, -x, del bicn x. En naingin
punto, sin embhirpo, el consumidor se -
sncontrari en mejor situicidn gue en -
curlguirra de 1os Ademis. ¥n nuestro ca
=0 al consumidor lc A1 7o mismn siturrp
sc en P, , P, o B . F=s decir, el consu
midor mse encontriri tan saitisfecho con
sumiendo Y1 porcién (x, , ¥, ) como curl
quiera de 11s otras dos de 1a figura.-
La curva que representtr esta situacidn
es 1lamidir "curver Ae indiferencia®™, —
Una curva de indiferencin es pues una

representacidén de 1as distintas combi-
niciones de¢ biecnea Aec YTas nue el consn
midor puecde ditsnoner sin tterar o cwm
biir su nivel de sitisficcidn., En tér-—
minos de utilidid esto sipnifici qgue —
en 12 fipuri 2, 12 cemhiniwcién (x,, y, )

en o1 punto P, de 11 enrva, produce 1a

10



misma utilidad al consumidor que l1ar -

combiniciones (x,.y,) de P, y (x,, ¥ )-

de'P> en 1a curva de indiferencina.

Si el consumidor quisiera mejorar

su siturcién elevindo 131 utilidad ten-—
drf . que desplazarse a otras curvais de
indi ferencia mAis elevadas. Fsto se

muestra en 1a fipura 3.

e Y Ey ~

figura 3.-

Agui el consumidor podri elevar -
su utilid:d pasindo de 1a curva 1 a Ia

2, o afin mis, si pasa a la curva 3. A

N
este tipo de renresentaicifn se 1o 111-

1



mi un "mapt de indiferencia®™ y nos se-

rq{ Gitil &n considericiones posteriores.,

hb) La 1inca de precios.— Uni 1{-=
net de precios representa V1is nosibili
drdes econémicas del consumidor. Nos -
muestra sn capacidad de compri diwdos —
su nivel Ade inrreaos y los nrecios de
1as mercancias en el mercido. Conside-

remose 11 sipuiente fiorra,

firpnr:, 4.-

1a fiFury 4 nos muestra en el eje



> curva D'B' por ejemplo.

horizontal 1a cantidid de 17 mercan-—-
civ x que el consumidor puede ndqui-—
rir con ¢l dinero representado en el

eje vertical. Por ejemplo en e1 punto
P, el consuamidor depec gastir oD-od, -
cantidades de dincro para obtener ox,
cantidades de} bien x. Si el consumi-
dor gastara todo suw dinero obtendria

oB cantidades de x. De est1 manera el
precio de x estA dndo nor Ya relacidn

oD/oB. Si el nivel de ingresos del ——
consumidor disminuyera habria un dea-
plizamiento de de 1a curva DB a 12 —-
Esto msipnifi-
cn que e1 conaumidor hiy disminuido su
ceapacidad de compra, a saber de oD, -

obteniendo oB’ de x, a oD' , obtebte-

niendo oB' de x solamente, Por otr

et

parte, si el precio de x subiera, el
consumidor podria comprar s6lo oB'! -

cintidades de x sepin 1o muestra 13 -



figura. Es decir, 1os desplazumientos

de 11 1{ney de precios hacia arriba -
0o hicia abarjo, representan camhios en
el nivel de ingrrsos del consumidor, -
mientras que las varinciones en YA —-
pendiente de 1y Yinenr de precios re—--

presentan camhios en el precio de la

mercwncfia demundada.,

c) Bl equilibrio del consumi-——

dor.—- Considérese 1a sipuiente fipu-

ri.

figura S5.-

La figurn 5 nos muestra la forma

en Que el consumidor i1lcainza 11 mAxima

14



utilidad en 1a compra del bien x. Con

sidérese el punto P, . En este punto el

consumidor ha gastido T 4 par: obte—-

[ 4

ner ox, de x. Su nivel de satisfaccién

es L. Si se trasladara al punto 8 gas
tando Td, de dinero lograria un nivel

de satisfaccién superior, o sea el re-

presentade por 1a curva de indiferen—-—

cia 2. Si quisiera seguir aumentando

gu nivel de satisfacciédn tendria que =

comprar sucesivamente mayores cantida-

des de x hasta alcanzar el punto Pp.

Fn este punto su nivel de satisfaccidn

es 3 y mAs all%t de este punto ya no
es posible mejorar de situacién. Si el

consumidor siguiera comprando cantida-

des del bien x mas all% de oxp, retor-

narfa a 12 curva de indiferencia 2 en

21 punto P, de 1a gri&fica. Bélo en el

15



punto Pp, comprando oxp de x, el consu

midor estt en equilibrio alcanzando el

mAximo de utilidad o satisfaccidn re—--

presentido por la curvir de indiferen-—

cin 3. Ea decir, dado un ingreso fijo

(ot) un consumidor esmstarfi: en equili--
hrio, haciendo mAxima su utilid-ad, en

1 punto en el nue 1a pendiente de 12

1inea de precios es irsual 2 1a pendien

te de Ya curva de indiferencia a YA ——

cui1l 1quélly es tangente,

A T2 pendien

te de unt curvar de indiferencin se e

11ama "vazfn marpginal de sustitucién”.

T.r Pormulincién mitemitica del

eauilibrio del consumidor pucde expo——

nerse de 11 gipuiente maineras

Seq

U= U (x, ¥y) (V)
univ funcidn {ndice de utiltidand dande,

16



Ux=

Uy=

Ux(= yU/3x)> o

Uy(= 3U/ay)>o0

utilidad producidar nor las mer

cancias x, y.
utilidaid marpinal de x.

utilidad marginal de y.

-Ux/Uy= rizén marginal de sustitu-

cién de ¥y por x.

Conatderemow ahora Ya funcién

g=B—xPx-yPy=0 (2)

que representyr 1y linea de precios. —-—

Aqui,

-Px/Py=

cantidad del bien ma >

y-

precio de x.

precro de y,

ordenida al origen de 12 fun-

cién,
o~ -~
pendiente de lafuncién 1iner -

de precios.

17



E1l método ar e usaremos s el de Lagrange
part ohtener vilares eoxtremos de wuna fun
cién da wvairiais vairinahles (en nurstro ca-—
=0 11 utilidad U o= funcidén de dos varia
htes: Vis mereanciis x, y). Primera con-—
dicién: obtenrmos Y1 funcidn aumentidr -
gque 11 ymiremos 7, Es decir,

7=U{(x,y)+ & { B=xPx—yPy) (3)

Esto se hizo sumindo 11 funcibén {ndice «
de utiltidid (1) con Y32 1i{nea de nrecios
(2 mudtipliec1dr por 2. Nuestro propfsi-
to es myximizir 11 funcidn vumentadr Z, -
Piurr ellno obtenemos 1Tas primeras deriva—
Ais pareciyies de Z ¥y ¥Yas irnataimos A ce-—
O

Zx(=¥?31)= 1 x-2APx=0

Zv(=az/§y)= Uy-APy=0

Z5(= Fax)= B-xPx-yPy=o

Zx purde exnresirse asi.

Ux/Pxa A (4)

18



Lo mismo paodemos hacer con Zy,
Yy/Py= A (5)

Ahopa ipguatando (4) con (5) tenemos:
Ux/Px = Uy/Py

o sea
-Ux/Uy= -Px/Py (s)

en donde multiplicamos por =1 en imhos -

lados de (6).

El 1ada izquierdo de esta Gltima ——
ecuaciédn representa Ya razén margin:l de
sustitucidén de y por x, mientras que el
lado derecho renresenti: la Yfnea de pre-—
cios de} consumidor. Con esto hemos esta
blecido matemAiticamente 10 expuesto ya -
en palabhras interiormente acerca del ——-—
cquiltibrio del consumidor, es derir, que
dicho equilibrio se obtiene ipualando 1.1
pendiente de 11 curva de indiferencia co
rrespondiente (-Uxn/Uy) a la pendiente de

1a linea de pnrecios (-Px/Py) del consymi

19



dor. Mitemitic imente, sin embairpo, es -

necogairio todavia satisficer unty secun-—-

dx econdicién.,

Sepund v condicidn: obtenemos 113 —

segundas derivadas parciales de 7Z:

Zxx=Uxx
Z¥y=Uyy

Zxy=Zvx=lxy

Fs necesario taimbién obtener las prime-—

r1s drerivid s parcitles de 14 1ine. de

precios, Yia ecuiles denatiremos por gx

y 8y:
ax = — Px
gy = — By

Con ecatos vilores podemas formar el de—

terminante 11amido "Hessinno hordervdo™—

(bordered Hessiwn) denntadeo por LR
y cuyi solneidn nos da 11 sepundi condi

cidn buseadr:



r‘-

o WRURR
\“1\=_ -Px Uxx Uxy

ks,
—_—
A

U
L =2Px Py Uxy-Px Uyy-Py Uwy > O
¢ (7)

- —— .

-Py Uyx Uyy

1a ecuacién (7) representa 1a sepunda --

econdicién.para que el consumidor esté en

equilibrio.

d) Efectos renti, sustitucién y pre

~"gio.-"Tenemos ahora nue expltar tres im
portantes fenfmenos en relacibn a 1a de-

mandn de una mercancia. Bn 1a figura 6 -

\1

w, %y %, %y B “»
-Piguga B . . "



figura 7

se muestra Yo cus Yos economistas han-

11amado un "~fPecto—r-nta" "1 efecto Tenta

deacribe ¢fmo camhin 1a ecwntidad de-~-

mindada de vny mercancfir 1 cambiar 1A

rentes abanlnta del consumidor, Vor ejem—

nto, n al nunto ¥V, A~ 1a fiecura 6,01

consumidor demanda la cantidad ox) de

22



figura 8

-
L g

x con una rentna oy’ en términos de y. Si

1a renta del consumidor aumentara de oYy,
A 0Oy, ,ahora podrfi: disponer de ox, de x,
alcanzando hn nivel de satisfacciédn o u=

tilidad mAs alto; el representado por la

_curva de indiferencia 2, fs decir, el efeg

to renta indica que, sin wvariar los pre-

cios relativos, a un cambio en la renta

del consumidor corresponde otro en el



mismo sentido en l1a cantidad demandada -

de uni mercanci ...

1n figurr 7 nus muestra un efecto-—-

sustitucién®. Aagqui el consumidor obtiene

ox, cantidndes de x con oy, de y. En ——-

. - - - 1
equilibrio el consumidor demindar ox, de

x, gastaindo y, =y de y, estando en el -

punto B de 11 curva de indiferencia 2.-

Supéngise ahora nue el precio de y en —-—

té6rminos de x sube. EV consumidor reac—-—

cionairi sustituyendo y (que ahorh es re-
lativamente mis ciro) por x (que ~hora -

es relativamente mis barato). Fsto se ——

iJustrr en 1a fipurn 7. En 1a siturcién

inicinl el consumidor obhtiene ox, de x,-

con oy, de y. Pero al subir e1 precio de

y obtendrda 14 mismn cantidid de x (ox,)

con unt cintidid de y mucho menor {0y, ).
Esto sirnificir que el consumidor hiv dis~
minuido su nivel de untilidad de P , en -

Ty curvar de indiferencin 2, 1 1 sohre -



Ja curva de indiferencin4a . Ahora bien,-

pira volver a alcanzar la curve: de indi-

ferenciy 2 ¥y mejorar su situacidn,el con
L]

sumidor tendria que consepruir un wamanto

compensatorio en su rentan en términos de

X. Si estn hace se desplaizari de Ya 1{i-—-

nr1 de nrecios v, x, a 1L ¥y X, . En esata

nuever situacién el consumidor ha aleanza

do nuevamente 11 curvi de indiferencia
2,

2610 que alora demaindando ox] de x -

en oY punto B, . Es decir, debido 1 mue -

el precio de y ha subido, el consumidor

sustituiri y -y, de Y, Por x, -x de x. —-

Por tanto el efecto-sustitucidn indica

cdmo 11 subir el nrecio relativo de unn
mercainc{1 el consumidor ka susti tuye por

otra cuyo nrecio relantivo h:r bajrdo.

Finilmente 12 firara 8 nos muesatra

el mecanismo del "efecto-precio”. El

cfoecto—precio ex el resultaido por un Va-—



do del efecto-rerty v, nor otro, del efec

to—snetitucidn. Cuindo el nrecio de uny

mereinef v (diecwmos x en 19 fieowry B) h g

gucodrn dos cosas: 1Y yamenty T L v nty e

11tivae del consumidonr arovocaindo un aumen

0 en T cantidvd demindwdr de T2 meveyn-

cfr (efrcto—ront); v 2 &1 consumidor

sustituye otras mercanc{is oaue 1hora son

relativeimente mig ciris nor 11y merensncia

ceue se ha abharatade, rumentindn 1a canti-

Al demandidy dr fst1 AV1timr (efecto—sus-

titucidn). ¥Yetn se ohmerv:r ~n 17 fipur: -

B. AY hij:ir nl nrecio de x numenty suv cn
tida?d demndadar e x', 1 \"1. (rfPrcto—ren-—

'f-!.); v d¢ *;. “ X; (r‘f'r.pio.._,qng‘l"i‘l'“ciﬁﬂ\. =

Par + ntn nl ~afecto=nrocin nos muestry c6
mr sl hayjay oY nrecio de una mere nef v ——
tiiment ey ey 1Hidad demypnd vty enmn resnl -

t1iln del afeeto—renty nor nun VYado, v o1 -

rfecto—snstitucidn poar otro. A 1 cvrvy —



e, de 1A fipurn B se e 11ama "curva de -

precio—consumo™ y Vi utilizimos en 11 si-

guiente seccidn,

e) L curva de demanda.— Estimos yn

en condiciones de remponder a 1a precunta

que se planteé inicialmente: & Por qué 11

relacién entre e1 precio y 1a cantidad de
maindada de una mercancia es inversa? .é,Por
aqué

1] bajar el precio de unt mercanci{a -

aumenta 1a cantidad demandada de &st17

. figura 9

Lo figura 9 nos muestra unt curvn Ade



"recio.consumo (c.c\) corresnondiente 1 -

Aigtintss ¢ 'mtidrdes de 118 meresncias

X,¥. Bn ¢l nunto P, ¢ consumidor se en-—-—

cusntr. en emiitibrio dAemind indo ox; al -

precio oy, /ox,. En el punto B ] consumi

dor ha wumentidn 11 cintidad demaindwdn Ade

x, de ox! 1 ox} . Fn estir nuevi situicidn

21 srecio de x es (oy /ox, Ye(oy, /ox,). Fn

el nunto P, =se observa otro 1umento en Ja

cantid d demandadr de x, de oxy o ox; “

Fn este punto el nrecio de x e=

(Oyt /ox,)((oy\ ,’ox.,.). PinaTmente, en o1 —=-
punto P, vemos qne cl consumidor hy wumen
ti1do 1a cantidid demwundida de X ——m—mme—-
(Ade oxy a ox'y ), compnrando x Al precio —-—
(oy, /ox*)L(oy;/oxs). Como vemos, a medida
que £1 orecio de x bijur se A un '}umnn*o
en 11 cintidid demandidy de st A\ 1o ——

Taren de 1a curva C, €y nos encontramos —



el yna nuevi situacién correspondirnte —_

a ciwda punto de equilibrio P, , P, , ete. -

Pero 11 curvy C,CL no e8 mis cur uni cupr_
’

vi de nrecio-consumo cuyns nuntos roproo_
sentan un efecto-precio prriv ci1dr cambin

en el precio de 1a mercaincia x. Por ejemg

plo, en e1 punto P, el precin de x bijé6 -

de oy, /ox‘ a oy, /ox\‘on tanta ¢ur Y21 can-

tid1d demandada wimentd de ox) 1 oxy . -

Emto sipgnifica que 2 cada efercto-nrecio a
1o 11rao de C,Cy podemns amocinr un cam—-

bio tinto en el precio Ae X como en su —-—

cantidid demandadn.

Dicho Ae otro modo,

17 inform~acién Aue nas Aa 1y curvar G, Cy

es la misma fue encontramos en unis curva

de demainda tal) como 11 nresentaidn en 19

fipura 1 de este capfitulo. Sé10 que 11 —-

curva C,€C, nos expresa 1n relacifn entre

el precio v 1a cantidid demandadn de unna



mercinef i en términos de los rfrctos renta,
sustitucidn ¥ nrecin. Por eiemnlo, volviern-
do 7 nuntn Pk vomna Ave o1 aumente on Y1 —
cmntidd demand 121 de x s debe 1 dos CcO———
sts: 1) a4 ene ol nrecio Ar x ha baiivdo pro-
vocindo un 1omentn en 11 renta relativa ael
consumidor (~frcto-ranta); y 2) ahory ane -
a1 nracio Ar x h: bajide el consumidor sus-—
tituirt y por x (ofpctn—sus+ituci6n). -
s dncir, cidy punto de 11 curva C, Cqy nos

muestra c¢bémo 1 baijir el precio de X 1Men
ta su cantidad demindada comn resultade de

un efrcto-renta y un efrcto-sustitucidn,



ITI.- ECVACIONES DPIFERFNCTAT ES

Por ecuacidn diferencinal ordinaria

se entiende una relacidén en que inter——
*

vienen un. o varins derivadis de unn __

funcién no conocida vy de x, ¢on res—

necto o x3 ta relacién puede contener

también a y, funciones dadas de x

y
constaintes, Por ejemnlo,
y'= cos x (1)
y' + ¢ y=o0 __ (2)
LyVy's 2 e y's (Xa+20) Y {(3)

son ecuciones dAiferencinles ordinarias.
¥l término “ordinaria®™ 1a distingue Ade
una ecuacidén.diferencial garcinl en Ja

que se Telaacionan deriv

adas _parcinles de
= B

. Sl i

una funciédn no conocidr de dos o mis va-—

riables independientes, Por ejempnlo,
- —— \\ - \ ~ i - .
an_4 3n__ = o0
ax Ay™

es uni ecuarcidén diferencial parcial., En
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este tribrjo solimente consideraremns -

ecuaciones diferencinles ordinarias.,

Se dice que unt ecvrcibn Aiferencinl or

dinirii es de orden n g1 11 derivaida

de mayor orden que contiene 1a eccuiecién

ea V1 enégimy derivada de y con resg-—

pﬂcto 1 X. Lt nocién de orden de unt -

ecnacidn diferencinl conduce a una ecla-

gsificaciédn Util de T1am ecunaciones: de -

primer nrden, sceoundo orden, rtec. De es

te modo, (1) es una ecuniciébn de primer

orden, (2) ez Ae serundo orden y (13) es

Ade tercer orden,

tinh Puncidén

y = g(x) (4)

es yuna solnucién de una eculcibn difrren

¢cinl de primer orden dAiwda, sn adlghin in-

terviin, Aicwmos, acweeh, =i esti defini

AL v ea derivaible en todo o1 interviin,

v il aque 14 ercuicién se =tisface con



las smustituciones de ; Yy y'por ———-—

g ¥ g', respectivamente. Por ejemplo,

1Ia Puncidn

' y=g (x) = &~

ems una solucién de 1a ecuncidn de pri--—

-

mer orden

y=2y
para toda x, porqgue

o
g'=2e

e introduciendo g y g', la ecuacién

se reduce a la identidad

2 e =2 e

En algunas ocasiones, una solucidn

de una ecuacibn diferencial se presenta

rd4d como una funciédn implfcita, esto es,

en 11 forma

G (x y) = o
entonces se dice que es una solucién im
plicita, en contraste .con 1la

-explfcitr (4). Por ejemplo.

solucidn

F4+¥al, Ay »# o)
s



-

es N4 solucidn impl(cita de 11 ecup———

cifn Aiferencial

¥n easgte caso, podemos ercribir ficilmen
te 1a soluciédn en forma explicita, npero
en otros casos nucde scr dAifiecil y aun
imposible. La tarea principal de 12 teg
ri2* Ar 1as eccuaciones diferencinle=s es
encontrar todas l1as soluciones de una -
ecuacidn diferencial dada e investigar
sua propiedades,

Uni ecuncidén diferencin) puede te-
ner muchas soluciones. Ilustraremos esS—
te hecho por medio de los sipguicntes —-
ejemplos.

Tjemplo T.- Cida unt de las funcig

nes

y=8CNX, Y= sSchXx &+ 3, y=senx-4

er unt solucidn de 11 ecuaciédn (1)
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Y sabemos que cualquier solucién de la

ecunci én es de 1a forma

-

Y m Benx % € (5)

-dande ¢ ex yna constante. Si considera

mos ¢ como arbitraria, entonces (8) re

presenta ¥a totanlidad de Tas soluciones

de 1a eccuncidn,

Ejemplo 2.- Se puede verificar --

- -

- que cada una de las -
TSI TR TS e e
funciones

y-e", y=2e‘., ¥= - E’ 6‘ (G)

es una solucién de 1a ecuaciédn.
- . e N #

» — A

~ .,.-ur%r s

Yy=¥%.
Cutrlquier Bolucién de 1a ecuacidm en —

de 1a forma

Y = ce (7

donde ¢ es una constante. Considerando

c como arbitruria,(?) representa la —i-

et~ L St Y Ty e SO iy 133

totrlidad de 1as soluciones de 1n ecun
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cidn.

Nuerstros ejemplos ilustran gue una
ccuacién Adiferencial puede tener (y on
reneral, asf{ sucede) mis de una solu———
cién; in mis, puede tener un ntmern in
finito de molucinnes, 1as cutrlers nueden
renrecsentirse por medio de una férmula
sencilla que contensra una constinte ar-
hitraria ¢. Se acostumbra dar el nombre
de solucién general de lta correspondien
te ecuacibn diferencial de primer orden,
1 esa funcién que contiene una constan-
te arbitraria. Si asipgnamos un determi-
nado valor A esa constante, entonces la
solucidn que se obtenpa se Vlama solu-—-—
¢iédn particular, NDe acuerdo con esto, --
(7) es una soluecidn peneral de y's y ——
¥y () son soluciones particulares.

a) Feuaciones de variaibles separa———

bles.—- Muchas ecuaciones diferencinles

e



d¢ primer “orden pueden .reducirse a 12 -

forma

g (y) y* = £ (x) (1)
por medio de anlgunais oneraciones alge—-—

braicas. Ya gue y'= dy/dx es convenien

te escribir (1) en lz forma
. g (Ylay = £ (x) ax (2)
Una ecuacién de este tipo se dice gque -
es una ecuncidn de varinhles separables
debido a que 1is varinhles x y y se
han separado una de 1a otra, de tal mo-
do que X aparece solamente a 1a dere—-—
ch1 mientrans que y estf solamente a-=
1a izquierda. Integrando ambos miembros
de (27, obtenemos - ;" ) -
jg(y)dy = jf(x) ax + ¢ : (3)

Calculando estas integrales se 1lega a

la solucién general de (1).
Ejemplo I.- Resolver

y' = - 4x
Oy.

- 1
Separando las variablea tenemos

37



38

ydy = - 4 x dx
9

Integrando amhos miemhros obtenemos la -

solucidén general
y 9

¥ = = 2 x* » ¢ é
2 9

g~ 4 3: = C

4 9

Ejemplo 2.—- Resolver el probhlema —-

con valor inicial

(2+ 1) y' + 9" ¢+ 1 =o, y{o)=1

Separando variables, encontramos

d - -dx

la4x

Integrando

arc tgy = — arc tgx 4 ¢
o hien

arc tgy + are tgx = ¢
tomnwndo Ia tingente de amhos mieanbros,-
tenemos

tg{arc tgy + arec tgx)= tgc. (4)

Ln £é6rmuln de la tangente de la suma de

fupulos es

tg (a+h)= 4o ¢ tob
s l1-tga +ebh




Haciendo a = rrec 4gy y D= arc tgx, es

ta igualdad se transforma en

tg (arctgy 4+ arc tgx)= y 4+ x
1~ Xy

En consecuencia {(4) puede escribirse

X * x = tge _ (53
1l - xy .

Determinamos ¢ a partir de l'a condicién

inicial, Dando 108 valores x o , y =1

en (5), tenemos tgc=1 , de modo que

!'FX=1

T —xy o bie?

-

ygl-x
1l + x

L J
Ciertas ecuaciones diferenciales de
primer orden no son separables, pero pue-—

den llevarse a esa forma mediante un sen-

cillo cambio de wvariaihles., Esta afixngts-

r--

cifén se cumple para ecuaciones de 1a for-

ma
y' = g () (&)
x

donde, . g_es una funciég éualquiers dada
Ny "
3
de y/x5 por ejemplo, (y/x) , sen (4 /x), -

etec. La forma de la ecuacién sugiere que
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hagpamos

Y =n
-~

recordaindo que y y n son funciones -
de x. Entonces y= nx y, derivando,
¥y'=n & n'x. (7)
Sustituyendo esta exnresidn en (68), abhte
nemos
n+n'x =g (n)
Ahora podemos separar 1as variabhles, en-—
contrando

adn = dx

r(n)=—n x
Intesrando y reemplazando n  por y/x se
tiene 1a solucién reneral de (8).

Fjemplo.~ Resolver

2xyy'—y1+ x= 0
NDividiendo entre f‘, tenemos

2y y' - (@) 4+

2 - o

gy - @ 4=
Hiciendo n = y/x y us:indo (7)), ¥+ ecur——
ciftn se transforma en
2n (n ¥ n'x)= "4 ' = 0o o sea

2xnn' 4 J‘+ 1 = o
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Senarandoe variables encontramos

2n dn 5 - dx
]*n" x

e integrando

i In (1 »+ " )=-ln x + ¢ o bien
1 + ﬁfa,g
X

Sustituyendo n por y/x, obhtendremos -

finalmente
x4y = ex .
b) Ecuaciones lineiles de primer or--
den,-
cial de primer orden es lineal si puede

escribhirse en 12 forma

y' + f(x) ¥y = r(x) . (1)

El ra=mro caracteriatico de eazta ecuacién

es que s lineal en y y y', mientras
que f y r pueden ser cuilesquniern fun-

ciones dadas de x. Si v(x) = o, para to-

da x, se dice que 1a ecuiwiédn es homopé-
neany en caso contranrio se dice gque es no

homogénea. Deduciremos una férmula para

Se Aice que una ecuacién diferens:
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encontrar la solucién general de (1) en
11eln intervalo I, suponiendo que £ ¥y
r son continuas en I. Paira ¥a ecuacién
homogrénen

o (2)

resnita: sencillo. Senarando variahles,-

y' + f (x) ¥y

t.enemos

ay = - f(x)ax ¥, nor tinto,
y ¢

Iny = —Jf(x) dx + ¢

o sea

y () ae e JO0X) ax (3)
Par1 resolver 11 ecurweiédn no homogénea
(1), 12 escribireamox en 11 form.

(fy-¥) dx » dy m o
Yy Adcmostriremos que es porihlr hallar -
un factor integrante ¥P(x) que depende
salimente Ade (x), Si ese fictor existe,
P(x) (f v —«) Ax &+ P(x) d y = o

=4

Anhe ser exact:i. \hnra, para esta ecua-

cibHn,



3 [?P (fy -¥)) = aP/ax,0 sca
sy

Fr

ﬂa
K

Separando variables e intearando ohtene

jf (x) ax
y de esta igualdad

P (X) = &M aonde n (x) =jf(x)dx

Esto demuestra que P(x) es un fictor in-

mos

e e “In P

tegrante de (1). thora al multiplicar —--

(1) por este f ctor encontramos
e (y' afy) = r

Puesto que hA'w £, podemos escribir

f'(ye) - er.

Ahora podemons inteprar ambos miembros ¥y

obtener
)
y é“ =J¢}r-dx 4 c .
Dividiendo ambos miembros entre eh y -

l]ogmmo; a la férmula deseada

y(x)-‘éklje"r dx-i-c-l .
h=1}f (x) dax , (4)



v reoresentn 1a solucifn generad de (1)
en 1a forma de un. integral,
Fjemplo 1.- Resajver 11 cecutci édn —

Al ferenci 1t lineal

g %
y -y e

Aqui

W
= e [ ]

-1 r
h = Jf dx = - X

y, empleande (4), ohtenemos la solucién

genrral

. LR e |
y {x)=¢&" [Ie e dx-\-c] =ce- +e
Eiemplo 2.- Resolver el probhlemy -

con vilar iniciad

y' + yfgx = Sen2x . vio =1 .

\qui f 2 tgx , r=sen 2x= 2 senx cosX

h
jr Ax = Jtnxdx-_-. ln seex .

N~ aquf vemns que nn (4),

-%

| 'S
C = 3eeX, € = COSsX, e T 2 sen x

v 1. solucidn pencrral de nuestrai ecliv———



yvix)= cosx[ 2 J senx A% & é]=

LS
€C co/X — 2 Ccos X

De acuerdo con la condicién inicinl,

¥y = 1Y cuwndo x = o, se tiene
1 =2¢ -2 o0 ser ¢ =3

y 12 80Vucidn de nurstro nroblem:i con wva

Yor tnici1l es
3 2 '
- ¥y = cosx - 2 cos x.

¢) Ecuaciones Vlineiles de sopundo or

den.-—-

Una ecnaciédn homopéner e srpundo or

den con coeficientes constantes nuede re-—

nresrntirse de 12 sipuiente mainera:

*
-

Y'* + ay' &+ by = o, ()

donde a y b son conetaintes, Recordemos

que 11 20lucién Ae 1y eccurcidn lineal ho-

monfner de primer orden con coeficientes

constantes " ~

y' +ky =0,

rs untr funcién exponenciil, a saher

¥s noasible suponer aue

Yy = l‘-‘ (‘))

puede ser uni solucidn de (1) si =e
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cope L anropiadamenta. Sustituvendo

en (1) 11 s0Yucién (2) y sus derivadas

y' =.10u‘ v

obtrnemos

yoc - t e"*

14

(1} & 2 A & b) a = 0

De modo que (2) e= una solucién da (1),

si A es8 uny solucidn de l1a reunicién ——

cuadritica

i}+ ak ¥b=o. (3)

Fsta ccuacidn recihe oV nombre de ecua-

ciédn crractroriatica @ ecuacidn avnxis——

liar de (1); sus rafces =on

=

O B

A=

| B

\povindonos en nl

se deduce aue 11s
L
)

son soluciones de

(-~ « JQ‘— 4ah),
(=-a- {3‘—44h). (4).

rizonimiento =sepuido,

funciones

-
Yy Y= o™ (5)

(1).

Fiemplo.,— Hul17a1r 11s soIncioneyg —

de 12 ecurciébn



y|l*yl_2y=o
In ecuacién caracterfisticn es

RN
Ae -2 =20
[

Las rafces son 1 y -2,

bl o % b
mos J1ax soluc iones

y 13f obtene—

1

x -1

L J
¥ a Lns soluciones de 1a ecuacién li__._
ne1l homogénea con coeficientera constin

tes

¥y'' % ay' 4« by = o ¢ .
(a,hb reales) (&)
pueden obtenerse mediante un procedi——-—

miento puramente algehraico, es decir,-

determinando las rafces L, , X1 de -

1a ceéuncifn caracteristica.

2
Ad+adl +b=290, (7)
y estas moluciones =mon de 1a forma
- »

Si A #= AL estas soluciones constituyen

*un sistema fundamental para toda x. Si
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estis rifces distintax son reivles enton
ces 118 soluciones (B) =mon reales. Sin
embirwo, 8i A, y Llisen comnlejis conju
sids, Adipamos

A =p + iq Aa=p-iq

(r,q, Teales, q =eo)
entonces 1as =noluciones (8) =son complin-
jas,
+ s x
v, = e'P q)
,4ﬂ - e(P - ig)x
\-

y tienec un~ egran imnortincia prictica -
el poder obtener =zoluciones renles n par
tir de esttrs soluciones complejis. Fstn

pucrde hacerse anlicaindo 1as férmulas de

Fuler.

X .

e = cos86 £+ i aenb ,

Y .

e = C08 ® - 1 sen® »
tomindn & = ax ., De esty minery v, ro——

sulta ser

v < P(p+1q)x _ ePX

<

(cosax + 1 sen qx)

iqgx x
ol0X = 7



y aplicando la msegunda férmula de Euler,

— =3 px
qi= e(p iq)x u ePX ?AX = €
(cos gx — i sen qgqx) .

De Estas dos expresiones para Yy, ¥ Ya »

obtenemos
1 R+ ¥) = e eos ax.
. 2
i (Y. - Y. )= epx sen gqx .

2i
Vemos que 1as dos funciones de los segun
dos miembros, son reales ¥y son soluciones
de 1a ecuacién diferencinl (6); por lo -
tanto constituyen un sistemn fundamentnl

de soluciones de 1a ecuaciédn (6) en todo

el eje x,
Lo .ﬁ,‘. e e
diente es

I.a solnucién peneral corresnon-—
-~ = -t
P=
y(x)= e (A cosqx +B sen qx) (9)
donde A y B mon constantes arbitrariis,
Ejemplo 1.- Hallar una solucién pe-—

neral de 1a ecunacién

~-y'"' = xy'" &4 O Y =0



La ecuacién caracteristica
iﬁ— 2X4+ \o =o0
tiene 1as rafces A, =p + ig =1 + 3i, ¥y
Tz P-iqz V-3,
As{ nue p =1, a= 3 ¥y la respuesta es
= e® (A cos 3x 4 B sen 3x).
Ejemplo 2.,- Resolver el problema —-—

con valor inicial

y''—24' +t0 y =0, y(o)=4 , y'(o)=1.
Un sistema fundamental de soluciones es

é‘cos 3x y é‘sen Ax
Ver el ejemplo anterior. La solucién ge-—
neral correspondiente es
y{x)= e (A cos 3x + B sen 3x)
y y(o)= A , Derivando,
¥'{x)= e t (A+3B)cos 3x +{B-3\)sen 3x]
se obtiene y'(o)= A 4+ 3B. Con estos re——
sultados y 'as condiciones iniciiles da-
das,
y(o) = A= 4,

y' (0) = A &+ 30 =1 .



Por lo tanto, A= 4 4, B= -1 y la res-

Quiasta a4 1 y = e (4 cos 3x — sen 3x).
Sobre 1aa soluciones de las ecuaciones -
diférenciules lineales homogéneas con —-—
coeficientes constantes, de 1a forma

Y'' +ay' +by=zo (10)
whora consideraremos e¢1 caso en el que la
ecuicién caracteristica

f-\v al+ b= (1)

tiene una raiz doble o repetida. Este ca
%0 se presenta 3% ¥y =8lo si el discrimi
‘nante de (11) es igual a cero.

1a ra{z es . = - a/Y y, en principio, ob

tenemos solamente una solucidén

> (X = - a) (12}

e oY 2
Fn el caso de una raiz doble de (11), —

otra soluciédn de (10) es

Y, = xe ™ (X = - g): (13)

las dos solucjones (12) y jlg) constitu—
B s 4 N F

yen un sistema fundamental y la solucién



general correspondiente o3, nor tanto,-—

A
y = (e.* e x)e

Fijemnle 1.— Resolver

y'' + 8 y' »+ 164 =2 o

7.1 ecurcién ciracteristica tiene la ——

rifz doble L = - 4, Por 1o tanto,

un ——
sistema fundimental

de solucionesn es
-ﬂ'l-
e

- 4%
y xe

y 112 soluciédn eeneral correspondiente —
-
es

-

-4x
y = (¢, 4 eyx)e

Ejemplo 2.— Resolver e1 problema -

con vilor iniecial

y'' -1y’ x 4y =

y(o)=3

0.

y'(o)=
Una solucién

eeneral de 11 ecureiébn di-

ferencitl eg

L
y(xVa (e, e x)e

Derivindo, ohtenemos

1. i
v'{x)= e e 4 2(c,+ cyx)e
Con e=trn resultadeo v 1= condiciones —
inicivlrna, sr sipu~ aue,



y(o)=¢,=3 y'{o)=c, + 2¢, =1
Por lo tanto, ¢,=3, ¢ = =5 Yy 112 res—

puesta es

Hasta el moménto 8610 se han consi-
dersdo ecuaciones linniles homngéners. -—

Ahort discutiremos Vam ecuaciones linen-

lem que son no homopéneas. Concermntrarn—-

mos nuestra atencién en 1as ecuacioneas

de mdgundo orden

y'' 4+ f(x)y' + g (x)y = r(x),
sin embargo, lof remultndos obtenidos —-
.8e pueden peneralizar para las ceuarcio——

nes linenles de cualquier orden,

oy .

- . 5

Una solucién general y{x) d4e 1a o=
ecuicidn diferenciil lineal no homogénea,
es 1a suma de unt solucidn general yn(x)

de 11 ecuaciédn homopéner correspondiente

¥ unt solucién particular arbitrarii ———--

g‘f > ’ L T
¥pix):



vixYz yn (x) + yp(x).
De e=t1 manere, pirt ohtener wuna sn]ugién
cenceril de 11 eemreily linerl no homoré——
ney, necesitamos unt foluciédn pirticular
yp(x) de 14 ncu1ci6n.;,C6mo nodemas eoncon
trir e=1L funcidn Yp? Imo de los métodos —
se conoce con el nomhre de método de 1os

corficiontes indeterminndos.,

%1 método es anwronindo piri las ecunrcin--—

nre con corficientes constantesn

Y'' % w' A hy=r(x) (14)
cuando r(x) es tal que su formi permite -

tener unt ider muy cl1iri de uina solucidn

narticnlar yp(xY Ac (14)Y; por ejemplo, r

puede ser una potencii de x, un nolinomio,

unuv funeidn rxnoneceneietl, un seno o coseno

0o Ta sumr de ecsas finciones. EY método

ennsigste on sunoner HLTL YD UNL eXDPresién

semMmejwnte 1 1T de r(x\, auer contenpga coe-

ficiecates desconoci lns, Jos on 103 Be do-~

terminain sustitunvendo vp y sus derividas

rn (V1)
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Fjemplo 1.- Resolver 1la ecuacién no

homogzénen
vy 4+ 4y =12 (15)
Se p'uede intentir yp =%, s decir, uni —-
constainte. Entonces yp" = 6. Sustituyendo,
‘&;b'._‘_'-;‘— 12. Por lo tanto, yp =K =3. Una solu
cibén aeneral‘de Ta ecuncién homopénea co—--

rrespondiente es

Y. = A cos 2x + B msen 2x

PDe aqui gque una solucién general -de (15)

es

Y= X+ Yr = A cos 2x + B sen Z2x43.

Ejemplo 2.~ Resolver 1x ecuacién no homogé

neas
y" &+ 4y = Bx~ . (16)
'Se puede probhar con
Y = kx s Lx + M . Entonces

¥ = 2 k
sustituyendo en (16) se 1lepga 2

2°k + 4 (xx¥Lx 3 M) = axt
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Iruilinde los coeficientes de x ,x y x°, -
dAc mbos miembrns, se¢ obtiecne 4k= 8 , ———=
4 1.= 0, 2k+ 4 M= 0 . Y nsf se obticne ——
X= 2, L=0o, M = =1, De iqui que yp‘l‘-2x1"—1 y
12 so0tucién genera) de (16) es

Y= A cos 2x & B men 2x 4 aw- |

Ejemplo 3.- Resolver 1:i ecuicifin no -

homogénen

y" — y'=2y= 10 cos x (1 7)
Si se supone que

VD= X cos X &+ M sen x
Bntoncea,

¥Y'p = - Ksen x 4+ M cos x

¥'p = - cos x = M sen x
Sustituyendo estais exnresiones en (17), —-

se nohtierne

(-3x - M) cos x 4+ (¢ - 3MY¥sen x = 10O cos

Il tndo 1os coeficiente’s de cos X y ——
sen x, rn umhos mi~mhros, se tiene

- 1K= M =10 X- 3 M=20
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De aquf que K= -3, M= -1 y yp= -3 cos x-
2t e Womgree r W ot o ~ 1;"\.@-& o Byt = g~
senx. Una solucién general de 1a ecuxrcién

homogénea correspondiente esn

- &
yl‘ = c' e * c\ e -

y finnlmente, ~

- s
Y=Y +ypP=C, © ¥, e -3 cos x - Ben x

ARy

~



II1T.—- UN MODELO D¥E CRECIMIENTO
BCONOMICO

¥n Yos Ados capfitulos anteriores he-
mos a2xplicido Ta teoriis de 118 aque nos
vildremaos i1thora piry construir wn modelo
de crecimiento econbémicon. Antes Ae hicerxr
1o, sin emhirpro, em necesirio hacer alpu
nis indiecwiones, En primer término, ha-
cemos notar aque 14 teorfl econdmicr anqut
utilizadi nos serviri mis bien metodolé-
ricimente, Ws decir, 2l construir el mo=
delo no nretenderemos extraer conclusio-
nes relativis 1 11 teorfa econdmici en -
sf mismi. Tos conecentos rcondmicos nos -
servirin s6%o nart plantear 118 ecuncio-
nes bisicas del modela y, 1 nartir de ——
thf, abtener Y1 trayectorii del producto
eny 1 tiemno. Bn cvinto 1 Tais ecuniciones
diferencialtes, utilizimos ecurcinones 1i-
nei1tes de primero v sercundo Srdenes, los

mAitodos de regsolucidén exnlicidos on el =

58



capitulo dos son Jos quer emplearemos pa-
T3
ra resolver el modelo.

Nuestro punto de partidi: es el con-
crprto de ennilibrio del consmmmidor. En -
21 capfitulo uno explicamos que nara que
el consumidor esté en eqmiibrio es nece
swrio que escoja 1quelly combiniwcidn de
nroductor en 1a que V1 pendiente de una
curvi de indiferencia ser ipual 1 7a pen
di~rnte de su linex de precios. Es decir,

-

en 1 punto en el que Ia 1iner de pre~—-

cioms es tangente 12 una curva de indife——

rencit en el mipa de indiferencia, o1 —-
consumidor eati en eaquilibrio obteniendo
Li_mﬁximn ntilidad. = - -
Imipinese ahoran aque en Jupgar de un
consumidor individuil tenemos 4 unt s0——
ciedid en su conjunto. Tod:r sociedad Adis,

pone Ae recursos limitados y hhr de bus—-—

cir la mgjor manera de aprovecharles. Cg

59



mn ¢! consumidor individual, la sociedad
disnone dAe un nimero infinito de 11ternn
tivia representidis on su maip1r de indife
roneir; y, de 11 mismai mineri que o1 con
sumidor r:cional busci el equilibrio pa-
r1 obtener Y1 mixim: ntilid.d personrd, -
11 =ociedad bunacarf aquetla comhinicién
en 11 que se Ingre 12leanzuvr Tt miximy ——
utilidid socirl, e8 decir, el maiyor bhie-
nestar peneral,

a) 11. versiédn: crecimiernto exnonen
ci1l 1 B afios.—- Inicinmos 1a construce=-=
cifn Ael modeYo con dos funciones Yinea-

Tes. Eastas son:s

RMS= ay(t) 4bacy'(t) (ac¢o;b,c>0) 1)
PIP=ay(t) +24Yy'{t) (peco;L00) (2)
T ecuici 6n (1) renresentt 1a razén mar-
rin1l d> svstrtucidédn (RMS) y 1a ecuaciédn
(2) reresenta V1 pendinnte de 11 Yine:

de nrecios (PIP). Amhis son funciones ——

1518



detl tiempo 1a' expresién t) (derivada
del producto y con respecto 1 tiempn)
representi el elemento dinimicoe en mh:s
- -_r--‘...,*
funciones. Por tinto, en exte modelo y
~representa el producto y € el tiemnpo.-
lLis letras a,b,c, «, p -.h_ Y son pirime
tros del modelo. ¥T.a ecuacién (1) se in—-
terpreta como el comportimiento de 1a ra
zén marpinal de sustitucidn a través del
Zigmpo. La migmaéégtetnretmej6n tiens la
ecuacidn (2), m6lo gque en Tupar de 12 1
zén marginal de sustitnecién es 1d'pen—¢-
diente de 1a 1ineir de precios 'a vairir—

-

ble estudiada. Sepgfin 1a teoria ecnnémieca

en equilibrio 1a razén marminal dr susti
b - re > B o - - [ a,
tucién y 1la pendiente de Ya 1iner de pre

cios son i1puales. Esto sipnifica gue pa-
-
r1 cne 11 socierdad esté gistando sus ro-—

cursos monetarios Sptimamente,alecnzando

el miximo bienestar general, es necesa-—-—

i1



rin nue 1ims funciones (1) y (2} sean
ipualadas. NDe estL minera, 1 sistemt -
ae encontrari en desequilibrio v tardi-
rd v1gmin tiermpo volver 1 11 estabilidad
v equilibrin de¢?' sistema., Por tinto el

mecanismo del sistem Aeponde de si 1as
funciones RMS y 7PLP sgson ipurles o —-
no. Bn ésta primeri versidn del modelo

veremos que 1 aguilibrin se 2lcanza en

6 afios. . #

Ipgual indo () y (2) tenemos:
ay(tlabtey' (t)z wy(tVap + Yy ' (L),

Desprijaindo y'(t) s~ tiene:

y'(t)-_-_ -2 y(*) '\*f.‘h
c=-Y

c—X

aue es icunl a

£ =-a y(t)-b - 2
c - Y% c - Y

0o 1o our 1o mismo

Y'(*.‘:ﬁ_—ﬂ- XY(“"')—]’ -
c-Y ol - 8

o ge L Pinvimente

v'(tlzw-naCvyv(t) - ¥ (3)
€ ]

c -
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en donde

J =P =2

o - a
Hapgwmnos ahora
]

1: ol —0

————t—a.

c - Y

y sustituyendo en (3) se tiene:

V(D= ¥yt - F]
o sc

y' (- y(#) = -2 F (4)

1.1 ecuiciédn (4) es unir eseurcibn di-
ferencinl lineal Ade primer orden cuyo mé
todo de resolucibn se explicéd en el cini
tulo interior. Por tanto 12 solucién de
(4) es
y(t)= &% { Jéxt(—).})dt-»c,)

que es ipgunl 2

P (y & 4 e, )

0O Be

y(t)= 5 + ¢, & (5)

na



L1 ecurecibn (5) representa 11 tra-—
yactorii dal aproducto  y(t) en el tiem—
no. Aquf, ¥ represent: el equilibrio,—
es decir, Ty siturecién en 1y aurn 11 so——
ciednd asipgna Sptimamente ans recursos -
monetirios. Para ~liminar c, ¥ p1rticg
Tarizir 11 Roluciédn,tenemos que ecstihle—
cer Vis condiciones iniciilns del proble

ma. Hrrimos
antnnces
nor ti1nto

Tueso
‘= § F) ot &)
v{itl= ¥y &+ (y, -¥) » (
Estn es nurstri ecudrcidn definitiva
nir: 11 nrimera versidéer 2ol modelo, como
vr se exnlicd y reprosenta 01 equilibrion,

L+ expresidn
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(yo-5) & (7)

T A TR i RS o a
es el elemento inestable del sistema. Pa

ra X<0 la expresidén (7) tiende a cero
y 1A ecuacidén {(8) tenderi al equilibrie

Y. Para, A2 0 el sistema no estd en —
y-,

*
equilibrio. El comportamiento del produc

to y en el tiempo se muestra en la fipu-

ra 1a.

"

Vamos ahora a asignar valores numé-=

ricos a los parfimetros del modelo. Sean
. 8 - e 0’05

B = 0,002
Yt
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e = 0,01
= 0,08

-0,003

x W X
1]

0,14
y, = 0,08
Jl.ag ecuaciones (1) ¥y (2) aquedin 1hora
g 31
RMS= — 0,05 ¥ 4 0,002 3 0,01 y*
PIP = 0,08y — 0,003 4 0,14 y'
Calculando A tenemos:

-, 10
Calculamos ahorr ¥ =

¥ = 0,005 — 0,0:385
0,13

Por tanto, la eculcién (6} gmeda como si
gue:
A
y(t)= 0,0385 4+ 0,012 » ()
Fn a1 cuadro 1 trbulimos alminos

valores para eati versién del modeln, Co

mo se ve 1nos valores numéricos asignados
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a Yos parimetres del modelo, conducen a -
L -~ = = - - >

-

un valor de eauilibrio (0,0385) que =méla
se alcanza transcurridos 6 afios a partir
del’ valor inicial y{n)= 0,05. Esto sipni-
fica que 8i ta economia crece al 5% »n el

aflo cero, tardarfia 6 afios aleanzar 1a ta-

t T T ey 7
atlos) {tisa de crecimiento)
o 0,0500
1 0,0429
‘1} - Ea i - k2 -
2 00,6481
3 0,0391
4 0,0387
S 00,0886
s T * 00,0388 7 f

Cuadroji™a®™

sa del 3,B5% de efuilibrio, en 1a que la*
sociedad asigna de 1n mejor manera smus re

-

cursos monetarios.
F -

ok
I 3 e R SV S - - =

b) 2a. versién: crecimiento exponen-

cianl a 2 afiom.» Las miguientes versionea -

A -~



del modelo resultan de la resolucidén de -
una ecuacidn diferenciil de sepundo orden,
La solncién de es3ta ecuacién presenta ——-—
tres casos, septin el tipo de 113 rafces -
de 1a ecurciédn caracteristica de l1a ecun-
cién diferencil: rafces reiles y distin-
t1a, rai{z doble ¥y rafces comnliejams—conju-
gadais., Carda uno de estos cnsos conduce a
una versién del modelo y, por tainte, 1 ——
una trayectoria del producto en el tieme=
Po. Fn esta seccidn tratairemos con el c1—
80 de raices realesa vy distintas., Sean
RMS= 3 4+ K,y «+ m, v' + n y" (1)
PIP= j, + Ky + my y' + ny" (2)
1a Puncidén razdédn marainil de sustitucidn
v 11 funecidn pendiente-tinea de precios.-
Resnectivamente, Aqufi:
i, » 0
k, <« 0O
Ja & O
0

Ky >
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Igualando (1) y (2) tenemos:
: > . "
i, ¥k yem y'en, y"= j, +k yrm y aen,y"
Reagrupando términoa se tiene:
(h,-n )y "+(m, —m )y '+(k, -k Vy= ~(j, -ja.) (3)
Haciendo ahora,
Nz n, - By
M= M, & m, (4)
ka k, - ko
J= 3, - .

y sustituyendo cn (3) se tiene

} - -
ny” &+ my' & ky= -j (5)

Dividiendo (5) por n obtenemos:
y"* ¢« m/ny' & k/ny= - j/n (s8)
donde .
m¥e0 T - Teo
L.a ecuacidn (6) es unn ecuacién Aiferencial
de segundo orden que consta de dos solucio—

nes. A continuacién obtenemos 11 solucibdn ——

pirticular, a 1a que 1lamaremos yp. Sea

£ ' ¥y = kg (7)

dJonde k{ es unt constate cuyo valor hiy -—-—

A9



determinar. Pair1 ello ohtenemas }a prime-
ri y sepunda derividis de yp. Ustis ——

s0on:
v'p= O (8)

y'"p= O (9)
Sustituyendo (7)), (8) y (9) en (6) tene--—

mos:
k/n k= -j/n
0o sea,
k= = §/k .-
Pero yuv qnue  kijsyp se tiene aqe
yos —X/k (10)

Lh ecuacién (10) es 11 molneidn particu—-
1:r de (8).

Comn v1 80 indicéd 112 solucién gone——
r1l de (8) presentr tres casns, Fn esta -
seccién tritimos o1 ca20 de rafees reales
vy distintas. Sea

')1:-\ m/ndA + kK/n= 0 (11)

1. ecutrcién ciricteristicr de (6). Para

T0
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(m/n)' > 4 k/n
las rafces de (11) =on:
L= v/2]-m/n « \l(m/n)l— Qk/n:\ (12)
¢ la= V2 [em/n - N (n/n) - 4ax/n J013)

Por tanto, 11 solucién eencril de (6) que-—

dv como sipue:

X
y(t)= ¢, e + Cq e""‘-" (14)
Sumindo ~rhorr (10) y (14) +tenemos:
1 L
vit)= c\;“ + Cq o -j7k (15)

11 ncuncidn (158) es V1 soluciédn complierty —
de (6) y representa nueatri ecuncién hisi-
¢t pare el caso de rafces reiles v distin-
t18. Trnemos ahora que narticularizar 1as

constaintes ¢, b d C o

NDerivando (15) se obtienes
Wt xt
y'(t)= e, % e';L X c3 M e

118 condicinnes iniciwles del problemi ——-—

gO0oN:
v{0)= y,

y'(0)= y,



Por tanto,

Yoz €, + ¢, — i/k
¢ ' L (18)
Y, = €. A cada

Reifruninda +términas en Yas ecurciones -

{18) tenemos:

€+ ¢ = ¥, ¥ i/k

517)

Aer Ly =y, 1

*

l.as ecuaciones (17) formin un sistema de

ecuilcinnegs Tineiyles simaltiners en dos -

inchgmitas c, y

es 1n sipguiente:

Cq o T solucién

e, = Y +i/% - (y =i/ - % (18)
P ¥ §
6y = (yi=i/KIa. =y, (19)°
\\" lt

Por tainto, 12 sepunda versidén del modelo
queda asi:

y(t)= c, éld' 1 Cq gAt -j/x (20)
donde 7, , Wy » €y VY ¢y ecstin dad.s
ror law ecnacionas (12)y, (), (\8) y —

(19) respectivamente,



Asipnamos ahort valores numéricos a -
Tos oairimetros Arl mndelo. Sean

j, = n.on2

k, = -0,05
;‘ = 0,01
n, = 0,02
i, = =-0,003
k\ = N, NR

m, = 0,N1
v, = 0,05

y'l = (\’04

l.is renieciones (1) v (2)Y quedin asf:
RMS= 0,0N2_N 05y 4 n,(nyl... 0,02y"

PIPz =N,003 & 0,08y § O,Ny" » N, 0Ny"
Cilentando ~1 vilor de cquilibrio tenemos:
-i/k= 0,N385
Can rata nodemas ¢ rlecular ithor A, Vv Aq =
Nh= 5,41



FiniImsnte ¢ 1enl mos ey v Cq

e,

- 0,045
€y = 0 NLE

-_—

Par t 40, 14 ecuscién (20 quodo:

vwli+Y _— -N_Nn15 ,,s"'\t &N NRR {-\a.'u‘( A0, NNG
Bn rsty vrnraidn Acl modeln ~1 comnor—

+ ymiente A~ wwodiieto v oeon 1 43enwvn nge An
1 micsm: Ffarmry e Pl de 10 voreign srnta.o
riovr moatradao: moan 1. fieourra 1 Ar V1 soc-

aédn raterior, Sin emhrea, dohidn 1 los VA
lores muméricos duwdos » Yas "araimetros  ——
de Vis rcurcionna hézicrs A~7 aodrlo on es
4+, scenndy versidn, ~1 1lecrre del valor —
Arl eccruidihrin (!’Rﬁff,) nao s~ lpeoer:» fAn nin-

ein torfoldn s tiemna, Yeto sc questr: on

el enrlra 1Th, Caoma s~ we narticndae de N

+ v(t)
afios (t = A~ crercimianta)
n N, NANS
1 10,00
2 —2oRN 46

Cnadrn Th
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situircidn de desncuilibrio en ol Jovr{aodo —

t =0, L uniL tisr de erecininntn a1 RS
i Tos "OF lﬂﬂ.q "'l. NS im ‘lﬂq""\1p \,1(‘ Ty AT ."‘.

tisa da eracimiento A~

nqlli"i‘\rin Ao
q,85%,
c) 3a. versién: Creciminntn exponnn——

cial a4 7 ifios.— U V1. encerd ntr rinr rr—

gnlvimaos 1. neuirecién
vt &+ m/mn v' ¥ ¥nyv= - j/n (1)
nirl A1 cran de rirfeces rerleos v digtint e,
Estir anTuce An nos 1levds ¢+ 12 sreound - vrp——
gsi6n daY madAela,., Pair: obhtener 1@ tercery —
vorsidn resolverrmos 11 ecencibn (V) parn
el erwveo de iz Aoble, En 141 srceidn nto-—
rior se menciond gue 1. =olucidn nirtico--
Trr de (VY ost
vz - i/ (o
1, soluci1dn oencril de (1) nara (m/nd¥=4kx/n

cR

X
y(tY= (e, ¥ cq t) : (7)Y



dondo,
A= -m/xn
anmindo (2) y (3) ohtenemas 11 solncién de
()
y()= (cy vew B2+ (=3/K) (4
Pirt ohtenayr €, ¥ t determinimos tus con-
diciones inici 1lea del probhlemi. Estais ——-—
son:
v(N)= yq
y'(0)= ¥
Nevivinda (4} tenemos:
vi{t)= A (c, » ¢ t) l}t 4+ ¢y 3}1’
Mo= curd:, por tanto, e sipniente sistema
de ccuiciones
=c - i’k
Y, = A Oy * €
1. <o0lucién de rste sistemi ess
e, = Vo + i/
Cqy = Y —l(yo + j/k\

anne snon 1ng] vileres ©, ¥ cq de 12 e--
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curwcidén (4Y. Ai=ipgnando vilores numéricos
a los pirrimetros del modelo tenemos:
.= 0,002

; k, = =0.05

m, = 0,04

n=0,02

i, ==0,003

k, = 0,08

m, = 0,01

‘\-_-_ n,nl

Aqnui,

- i/kx = 0,085
¥ = 0,04
Yo = 0,08
= —-1,5
c, = 0,0
cy= 0,086

Por tanto, 118 ecunciones (1) y (2) aque-

7



dan asi:
RMS= 0,002-0,05y+0,04v"'30,02y"
PIPzZ=-0,003 %0 ,N8v4 0 , Nty '4N Ol y"
vy 12 eenureiébén (4) aueda de este modo:
vtz (0,00 & 0,061 yo bt + 0,01385
que =8 1t travectoriv del producto naira
Tos parimetros dados.
E1l cuadro lIc nos muestr. cémo, en

esttr versidn del madelon, o1 eavrilibrio

se obhtiene en un nerfodo de 7 afios.

t vit)
(1ifos {(tas+ dn crncimiento)

0 N ,05800

-

0,0541
0,0450
00,0406
0,0397
n,n 87

0,036

s [ R | I . B o

0,085

Cuidreo lc
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A 4:i. vorsidn: Crocimicrntn cfelicn —

a 4 1fins.— Ohtenemos i1thor:t ta Miltimy ver——

cién de nuestro madela, Aqui,
(m/n) < Ak,
Por *intn,
A=1/2 l—m/n il i(m’ﬁﬂk/n

Hagamos i1hor gy,

P:—m/:.’.n

q = 1/2 4(m/n\\ - A% /n

Para obtener 11 41, versidén de nuerstro
deln de crrcimieonto recandmico:
et
y{(+Yze (c,cosqt &+ cy sen at¥-J/%
Par i nhtener e, v ¢y devivamas (V)
y'(+\=e't(—c,q serot + ¢, q co=r qt
¢, p cos ot & g p =e~n At)
iy ve>r mis 1as endicinnes inicivles
problemi =on:
vz y,
vi(nY_ Y\

de donde,

()

Arn
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NS
p\ - vb + -i/‘r
Temhilfn =ar tieonrs anet
v, = Pl: +x o, "
~a 'r\r‘i?‘,
s /
(‘\= ]/x(}r‘ _‘r. p+ 0 1)
tejry.ndng vilaorae numi~iceos » Tog ywrima_
+vna A1 mMmodealn tenomaoc s
IS N _AND_N ARy 3 N Nyt 0 N
PIP= =N, 0N%.0 NRvAN Nlytyn d1v"
Badannsg cr2tenlsr adhery A1 valor e eqgvri-—--
Tthrin

-j. k= N,NIK5

Acsiconindo valores V. V¥ o, tnrnemogs

- N N
" =
\r‘ = n _nNnAa
Clevd g hinve P, I v Ca I



P=-1,5

L
"l

3,9
c. =00
g = 0,04

Por tanto, 11 ecurcidn (1) quedr de 1a -

siguiente manera:
EA T

b1
vit)=1a L o,0n cns(s,g)t+o,msnn(3,9)1]
+ 00,0385
El comportamiento del producto en -

el tiempo de estyr versidn del modelo se

muestra en 1a figura 1ld.

wi)

L\v'\\ Vo -

il

Pfigura 14
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™ eandro 14
comviltYibrio en

tir 4t = 0O,

muestry cdmn se tlecinza o1

~1 curso de 4 \fics @ DirT——

+ v{t)
( 17os) (+ 151 4~ crrecimiento)
n N, NArs
1 Nn,03N7
o n,04085
3 0,0382
4 n,NaRs

Cvuwdro 14,
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IV.— CONCIUSIONES

EY objeto de este trabajo ha sido -
construir un modelo de crecimiento econé
micoe. Tarn: 110 nos hemoa sevido de dos
ingstrumentos: 11 teorii econémica y algn
nos métodos de resolucién de ecuaciones
diferenciales. Al construir nuestro mode
1o tomimos como mirco de referencint el -
anilisis que 1os economistas hacen del -
equilibrio del consumidor. En 1 ecapftu-
1o uno vimos cémo dicho equilibrio era -
consecnencia de iguarlar 12 razén margi--
ntl de sustitucién de un bhien por otro -
con 1a pendiente de Ya 1inea de precios
en cuestiin. En este nunto, decf{amos, el
conaumidaor asipna de 112 mejor mineri sus
recur<sos monetairios obteniendo 1a utili-
dad midxima.

Fgt1 ideyr del equilibria del cons 1=
midor 1a ex®endimos luego a 1a sociedad

en su conjurto. lnhi ancied1d con recur—-



s0os monetirios esctisos haihr4i que hicer 1o
misno aque 1 ennsumidor individual piry -
si1cwr 1 mejor provecho de dichos recnr—-—
S0S NrSC1S0S8.

F1 sipuiente paso fué V1levir v cibo
ta "mitemitizicidn®™ der estas iders, Pira
110 eri1 necesario dar uni exnresidn mate
miticyr o Yos das conecentos aque jugthun el
principi1t paipel fon 1a teorfa. Asfi, 11 ri-
z6n mirgintl de sustitucién (RMS) y 11 ——
pendiente de 1t 1{ney de nrecios (PIP) wi
nieron a2 ser Yas mcurciones hisicas Ael -
modelo. A pirtir de 17118 s~ construyd la
estructurt bAsica del modelo Ty culrl, Tne
ro de variaws mininnlieciaonee alpebrricis, -
nos condujo a una ccurcidn difrrencianl cu
vi snoli¢iédn wvino 1 es,pr V1 v vercetoria deld
prodicto » travéds del tiemno.

odr{f 1mna nl .ntear Al rrobhlemyr de w3
un modrlo Ae esti niturileza puede sernos

Ntil vn »elicidn ¢ 1y teoarfyr recondmicy, -
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Podr{ imos cmestionar, por ejemplo, si a
pirtir de este modelo se pneden sicivr con
clusiones que nudierain extender o modifi-
ear.el 1ritlisia ded equilibrio del consu-
midor. Mis 1in, se nodrf{i arsumentir on -
el msentido de =i este modelo nudiera ser-—
nos Gtil para llevar a cabo nuna "dinamiza
cién”" de 12 teorfir del equilibrio del con
sumidor.

Coma se se¢efin118 pn 1 capitunlo Ainte—-
rior de¢ este trabhajo, Va teorin econémica
aqufi utilizada s810 nos ht servido como -
un marco de referencia sobre el cull cons
truir 1 modelo. Hemos tenido nue suvhordi
nar los coneentos’s econémicos al método ma
temético. Por es0 nucatris funciones RMS
y PLP no son mis que merais ibstricciones
de Yo que serfii el comportaimiento de Vi -~
velncidid de cambio de 12 ntilidnd y las

precioa a través del tiemno.
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