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INTRODUCCION

En el tramnscurso de este trabajo se construira un functor
entre la categoria de logs espacios topologico con mapeos
continuos y los grupos con homomorfismos. Este sera un functor
covariante.

En la primera seccién se establecen las bases para poder
introducir una estructura de grupo sobre los espacios
topologicos. Esta estructura se construira en base a los arcos
homotopicos en el espacio en cuestidn. Despues nos
restringiremos a los lazos basados en un punto del espacio
para poder definir el grupo fundamental.

Una vez hecho esto se daran algunos elementos de los
espacios de recubrimiento, de levantamientos vy de teoria de
retracciones Jjunto con sus formas de aplicacién para el
calculo de grupos fundamentales.

Cabe hacer notar que el grupo fundamental es un
invariante topologlico ¥y esto lo hace una herramienta muy util
para determinar cuando dos espacios pueden ser homeomorfos, la
unica restriccién gue pondremos sera que los espacios sobre
los cuales estemos trabajando cumplan con la arco-conexidad.

En la ultima seccidén aplicaremos esta teoria para dar una

demostracidn del Teorema del punto fijo de Brouwer para el
disco.

IV



HOMOTOPIA DE ARCOS

Para poder definir el Grupo Fundamental de wun espacio
topolsgico X, debemos considerar a los arcos en X% y una

relacién de equivalencia entre ellos, llamada arco~homotopia.

DEFINICION. 81i £ y £° son mapeos continuos del espacio X en el
espacio ¥, decimog que f e¢s homotopico a £ s1 hay un mapeo
continuo F:¥#>d———2Y, tal que

F(x,0)=f(x) y F(x,1)= £ (x)
para cada x<X, ( Aqui 0=[0,1]). Al mapeo F se le 1llama una
homotopia entre f vy £°. 51 f es homotopico a £°
£ =£".

, escribimos

Podemos pensar en una homotopia como una familia continua
uniparametrica de mapeos de X a ¥ . S5i al parametro t 1lo
imaginamos como el tiempo, entonces la homotopia F
representara una deformacidén continua del mapeo £ al mapeo £°,
al variar t de 0 a 1.

Ahora congideraremos al caso espacial en que los mapesos
son arcos en R, Para nosotros un arco en X de x_ a X, s un
mapeo continuo f£: [0,1]—X tal que £(0)=x, ¥ £(1)=x,. Ast
decimos gue X, es el punto inicial y X, el punto final del

arco f£f. Por conveniencia usaremos al intervalo 0=[0,1] como el
dominio de todos los arcos.

DEFINICION. Dos arcos f y f° que mapean al intervalo 0=[0,1]
en X ge llamaran arco-homotopicos si tienen el mismo punto
inicial X, ¥ el mismo punto final x, y si hay un mapeo
continuo F:0xl——3X tal que

F(g,0)=f(s) y F(s,1)=£"(s8),

F(O,t)=x° v F(1.t)=x1,



para cada s<l y cada tell., Llamamos a F una arco-homotopia
entre f y £, Ver figura 1. 5i £ es arco-homotopico a f°,
escribimos £ = £°.

La primera condicis¢n dice simplemente que F es wuna
homotopia entre £ ¥ £°, ¥ la segunda dice que para cada t, el
arco: -

s—F(s,t)
es un arco de x, a x. En otras palabras, la primera
condicién dice que F reprecenta una manera continua de
deformar el arco f al arco £f°, y la segunda condicién dice que

losa extremos del arco permanecen fijos durante 1a
deformacidn.

P N

1EMA, Las relaciones = y 2p son relaciones de equivalencia.

5i f es un arco, denotaremos a su clase de equivalencia
arco-homotopica por [f£].
Dem.: Verifiquemos las propiedades de una relacién de
equivalencia.

Reflexiva. Sea f un mapeo continuo del espacio ¥ en el
espacio ¥. Es trivial que £ = f; el mapeo F(x,t)=f(x) vtef0,1]

es la homotopia requerida. Si f es un arco, F funciona tambien
come una arco-homotopia.

Simétrica. Supongamos que f = f£°, entonces existe
un mape¢o continuo F: Axl———p¥, tal que:

F(s,0)=f(3) y F(a,l)=f (8).
Ahora, definimos G: Ax]l——¥ como:

G(s,t)=F(s,1-t).
Asi, tenemos que:
G(=,0)=F(a,1)=f"(8) v G(s,1)=F(=,0)=f(a).

Ademés G es continuo, por sSer la composicién de dos



mapeos continuos, esto es:

Donde: G=F = ({x¢)
Hxl]-———-b ’ﬂ iR "

an\ X e X

Con esto vemos que:
G(z,t)={Fe(é&x)] (s,£)=F [ixet(=,+)]=F(s,1-t)
Asi, G resulta ser una homotopia entre £~ y f. Ei F es
una arco-homotopia, entonces:
FO,t)=x, vy F(l,t)=x V tel,
y asi G(O,t)=F(0,1-t)=xD y G(I.l—t)=x1. por esto concluimos
que G €3 una arco-homotopia entre £ y £°.
Transitiva. Supongamos que f 2 f" y £ =2 f£", entonces
existen mapeos continuos F y F’,tal que:
F:x0— con F(x,0)=f(x), Fix,1)=£"(x);
Fo: 20— con F (x,0)=F"(x), F {x.1)=£"(x).
- Definamos G:¥>d——Y como sigue:

F(x,2%) si t<[o0, ‘/z]
G(x,t)=

F (x,2t-1) si ter /2,17,
Observamos que G esta blen definida, pues con t= e

F(x,20)=F(x,D)=f " (xX)=F"(x,0)=F "(x,2¢t-1).

Afirmamos que G es continua. En efecto, las restriccidnes
de G a los subconjuntos cerrados &x[0,"/z] y ®x[*/2,1] de %Rt
son continuas, siendo la unién de estos conjuntos igual a Xxl.
La continuidad de G se sigue del lema de la pegadura.

Adenas:

G, 0)=F{x,0)=f(x) y G, D=F"({x,1)=f"(x),
por consiguiente, G es una homotopia de f a £f" y asi £ = f",
S1 F y F” son arco-homotopias, entonces:
F(0,t)=x_, F(l,t)=x, VY t
y F 0, t)=x,, F (L, ti=x, V¢,



F(0.2t)=x_  si tefo,*/z]
Asi G(0,t)= :
F'(0,2t-1)=x_ si te[*/a,1]
Por lo tanto, para t<[0,1], G(0,t)=x_.
F(1,2t)=x,  si te[D,*/z]
F'(1,2%-1)=x_ si te["/2,1]
Y asi, para cada t<[0,1], G(1,t)=x,. De esto se desprende

que G es una arco-homotopia entre £ y £, por 1lo tanto
f = £". ( Ver figura 2).

Ademas G(l.t)={

o

EJEMPLO 2. Sean f y & dos mapeos cualesquiera de un espacio X
en R, El mapeo dado por:
Fix,t)={1-t)£({x) + tglx) —— (1)
es una homotopia entre £ y . ( Ver figura 3). En efecto pues:
F(x,0)=f(x) y Fix,1)=gx).

La homotopia dada por (1) es 1llamada una homotopia de
linea recta por que mueve el punto f(x) al punto g{x) a lo
largo del segmento de linea gque los une, '

Si1 £ y & son arcos de x, a X,, entoncegs F sera una
arco-homotopia; esto se desprende de que:

Fo,t)=(1-t)£(0) + tg(0)=(1-t)x  + txa=x°
y F(1L,B)=(1-v2E£(1) + tg(D)=(1-t)x + tx, =%,

EJEMPLO 2.Denotemos por X al plano agujerado, Rz-{O} Eﬁlﬁ;—o].
Los siguientes arcos en X,

f(s)=(cos ns,sen ns),

g{s)={(cos nz,2zen ns)
son arco-homotopicos; la homotopia de linea recta entre ellos
es una arco—homotopia aceptable. Pero la homotgpia de linea
recta entre £ y el arco

h(s)=(cog n3,-zen ng)
no es aceptable, va que, por edjemplo,



F/z, =112t/ + /2072
=tr2(0,1) + */2(0,-1)=(0,0) & X.

Ahora definimos una operacis4n gsobre las clases de
arco-homotopia, como sigue:

DEFINICION. Si £ es un arco en X de X, 8 X, ¥ g e8 un arco en
R de x, a x,, definimos la operacidn fXg de £ y g como el arco
h de x, & X%, dado por las ecuaciones:

£(28) g1 se[0,'/2]
h(s)= (f*g) (3)= ] .
g(2s-1) si se[ /z,1]

La funcién h esta bien definida, pues si s="/2 entonces

f(2s)=£(1)=x,=g(0)=g(28-1)

La continuidad de h se sigue del lema de 1la pegadura.
Podemos pensar en h como el arco cuya primera mitad es el arco
f ¥y cuya segunda mitad es el arco g£.

Ahora extendemoa la operacidén *x a las clases de

arco-homotoplia como sigue, si £ y g son dos arcos en R tales
que f£(1)=g(0), definimos:
[£]x [2]= [£xe].
Como se puede notar la operacién * solo Ze puede realizar
cuando se cumple que f(1)=g(0), de 1lo contrario [f]*[g] no

tendria sentido. El siguiente teorema establece las
propiedades que cumple k.

TEOREMA 1,2, La operacisn * esta bien definida sobre las
clases de arco-homotopia. Ademds cumple las giguientes
propiedades:

(1) Asociatividad. Si [f]*([g]*[h]) esta definida, tambien lo
esta ([£]x[g])*[h] ¥ son iguales.

(2) Identidades derecha e lzquierda. Dado xeR, sea ex el arco
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constante ex:i———X el cual mapea a todo el intervalo 0 en x.
51 f es un arco en X de X, a X, entonces

: Elxfex =[] v [ex,Ix[£]=1[f]
(3) Inverso. Dado el arco f en KX de X, a X, sea f el arco

definido por F(s)=f(l-s). f es 1llamado el regreso de f,
Entonces

E1x[El=lex,] v [Flx[£]=[ex].

Dem. : Primero debemos probar gue ¥ esta bien definida sobre
las clases de homotopia, para esto supongamos que f'e[f] ¥
g'é[ﬁ] y sean F una arco-homotopia entre f y £°, ¥y G una
arco-homotopia entre g ¥y € . Definimos

F(2s,t) si 55[9,1/2]
H{(s,t)= 4 ;
G(2s-1,t) si se[ /z,1]
Dado que F({(1,t)=x,=G(0,t) para toda t, el mapec H esta
bien definido. La continuidad de H se sigue del 1lema de la
pegadura., Afirmamos gque H es una arco-homotopia entre <£*g ¥y

f“*g”, en efecto, pues:
F(28,0) si se[0,'/2] [ £28) =i se[0,"/2]
H(s,0)= =

G(28-1,0) si se['rz,1]
=(fxg) (3).
Y

) (28,1) si sef0,'/2] (£ (28) =i s<[0,”/2]
aisd {2(25—1,1) si 35[1/2_1] ‘{28-1) si se[‘/z,ll

=(£"%xg") (=),

Ademas

H(0,t)= F(O,.t)=x_ ¥ H(1,t)=G(1,t)=x, Y tel,

Asi f¥g = f xg", (Ver figura 5). Por lo tanto, si £f°<[f]

v g <[g] entonces
f-xg eftxg], i.e., [£xg"]=[f*e]-

g(2s-1) si se['/2,1]

6



(1) Asociatividad., Supongamos gque los arcos f.,g,hil—R
cumplen:

£(0)=x_, £(D=x=g(0), g1)=x,=h{0), y h(l)=x,.

Luego para verificar la asociatividad necesitamos probar
que fX¥ (gxh) =p (f¥Xg)*xh. Veamos primerc quienes sen f£x(gxh) ¥
(f£%g)*h.

f(2s) si sef0," /2]
[£x (gxh) ] ()= .
(g%h) (28-1) =81 se[ /2,1]
£(2s) si sef0,*/2]

o

{ £ (28) si sel0, /2]

={ g(2(28-1)) si  2s-1€[0,%/2],
{exh) (2s-1)si2s-1<[0,1]

h(2(2s-1)-1) si 2s-1e['/2,1]
£(28) si se[0,"/2]

ast, [Ex(gxm)](s) = { g(4s-2) si se['/z.%/4].
h(4s-3) si se[/4,1]

(£xg) (28) si s<[0,'/z2]

[(f*g)*h](s}={
h(2s-1) si se['/z,1]

f(2(2s5)) si a<{0,"/2]
(fxg) (2s) =i 2s8<[0,1] .
= ] ={ g(2@2s)-1) si 2s-1e[0,%/2],
h(2s-1) si ge [ ~2,1] .
h(2s-1) si 2s-le[ /2,1]
f(4s) si se[0,'/+]
ast, [fx(gx¥h)](s) = { g(4s-1) si se['/a.%/2].

h(2s-1) si se['/2,1]
Definimos 1la arco-homotopia ¥ como suige: Primero
mapeamos el cuadrilatero B en U por el mapeo continuo P el
cual colapsa cada uno de los tres cuadrilateros A, B y C de la

figura 6 en sus bases. Al mapeo P? lo determinamos de 1la
siguiente manera:

Primero determinamos, en cada cuadrilatereo, el rango de s

7



para una t determinada. Asi, dada te[0,1], ©para el
cuadrilatero A s variara de 0 al valor determinade por t en
la recta 1, o sea

0 £s8 £ (t+1)/4;
para el cuadrilaterc B, s varia del valor determinado por t en
la recta ! al valor determinado por t en la recta l°, esto es

(t+1)/4 S 8 < (£+2) /4;

por ultimo, para el cuadrilatero C, s cambia del wvaler
determinado por ¢ en la recta 1" a 1, asi

(t+2)/4 =5 = 1,

Ahora, prolongando la recta ! hasta intersectar al eje ¥,
obtenemos que el punto de interseccidén es (0,-1).
A continuacién. tomemos cualquier punto (s,t) en el
cuadrilatero A y sea ® la recta que pasa por (s,t) y (0,-1),
cuya ecuacioéon es

3
Al intresectar a ® con el eje X (iey -y=0) Obtenemos que:

=
=i+
asi, definimos a P en el cuadrilatero A como:

Cabe notar que para los puntos sobre la recta ™, con
0=t £ 1, el valor de P es constante.

Para el cuadrilaterc B, tenemos que la pendiente de la
recta ! es 4, ahora tomemos un punto cualgquiera (s,t) en B ¥
sea ™ la recta de pendiente 4 y que pasa por (s,t), 1la cual
tiene la ecuacidn:

y-t=4(x-83).

Ahora, para el punto (s,t) del cuadrilatero B, definimos
a P(s,t) como la abcisa del puntc de intresecci®n de ™ con el
eje X (ie) -y=0), o sea:

(s, 0=, o1 se[Fp E], te[0.1].

8



Aqui pasa que para cualquier punto de m;' con 0 £t = 1,
P tiene el mismo valor,

Por ultimo, para definir a P2 en el cuadrilatero C,
prolonguemos la recta ! ° hasta intersectarce con la recta x=1,
el punto de interseccidén es (1,2). Sea (s,t) un punto en el
cuadrilatero C y designemos por m, a la recta que pasa por
(8,t) y (1,2), cuya ecuacién es

y-2= [¥73] (x-1).
La abcisa del punto de intersecci®én de "; con el eje x es
-2s-t
X="BC%
v este es el valor que le damos a P(s,t), asi:

—

p(s,t):g-g--;%, si sE[t’-E-g-,l], tefo,1].

fn este caso P permanece constante a lo largo de la recta

En general definimos a £: 0% — a0 como

pis,t)=1 295% o1 se(81 %2] para te[0,1].

Una vez colapsado el cuadrado B en I por P, componemos a

egte con el mapeo (f*g)xh. Afirmamos que esta es la
arco-homotopia F que deseabamos. Mas formalmente, definimos a
F: Dl m——pX como:

F(s,t)= ([(£xg)*n]-2) (s, t)= [(£xg)*n] [P (s, )]

£l stoselo, %]

4
F(s,t)=4 g(4 [45?"}1) =i se[t'zl,zz] te[0,1].
hez [F55]-1 si se[¥2,1]



£ (+53) ai se[0, =5~
F(s,t)={ gl4s-t~1) si se t” 2 wel0.1].
h( .................. ) 51 SE[:I‘;‘“’g’. 1]

. +
Veamos que F esta bien definida; para szgii tenemos :

43 _ 4 . . S VI o
f E$I)‘f['""'£+1'] f(l) x =g (0)= g[ (t “)-t ] g(4s-t-1)

y para s= tenemos:

S(4s-—t—1)=g[ 1 (55%)- t-l]zg(1)=xz=h(0)=h[ --------- R ]zh 4259,

Las restriccidnes de P a los cuadrilateros A,B y C s=on
continuas, c¢omo es facil ver. La continuidad de &P es
consecuencia entonces del lema de la pegadura. Ahora como
fx(gkh) es un mapeo continuo, entonces F=[fx(g¥h)]«? ez un
mapeoc continuo.

Por ultimec chequemos que F cumple con las condiciones de
una arco-homotopia. Sea t=0, entonces:
f(4s8) =i se[0, /4]
F(s,0)={ g(4s-1) si se['/s,"/2]= [(£xg)*h](3).
h(2s-1) =i s<['/2,1]
Ahora, sea t=1, entonces:
£(23) si sefo0,"/2]
F(s,1)={ g(4s-2) si se[*/2,%/4]= [£x (gxn) ] (s).

h(4s-3) si se[/«,1]
Ademis, s1 s=0, resulta
F(O,t)=f£0)=x_ V¥ te[0,1],
y si s=1
F(1,v)=h(l)=x_ V¥ tef0,1].
Asi concluimos que f£X(gxh) =p (f¥xg)xh.

10



(2) Identidades. Sea £:0——X un arco tal que f£(0)=x_,

f(1)=x, y sea ex;ﬂ————+x el arco constante que mapea a todo

el intervalo 0 en x, esto es ex (s)=Xx, V s, Lo que

necesitamos probar es que f 2 f*ex ( Identidad derecha).
Primero veamos quien es f*exf

{ £(28) =i sef0,*/2] { f(28) si sef0,*/2]

ex (28-1) si se[*/2,1] X, si 55[1/2.1].
Ahora construimos la arco-homotopia G entre f y f*ex1 de
la manera siguiente:

{f*ex1)=

Primero mapeamos el cuadrado 1% en 0 por el mapeoc P, el
cual colapsa al cuadrilatero A de la figura 7 en su base,
¥y colapsa al triangulo B en su vertice inferior. La definicién
de p es de la siguiente manera:

Prolongamos la recta I hasta intersectar al eje ¥ (x=0),
obtenemos gque el puntc de interseccidén es (0,2). Ahora, para
un punto (8,t) en el cuadrilatero A sea ® la recta que pasa
por (0,2) y (8,t), cuya ecuacidén es:

asi, definimos a #(s,t) como la abecisa del punto de
interseccién de ® con el eje X (y=0), esto es

Ademés, en A, para cada te[0,1], s varia desde 0 hasta el
valor determinado por t en la recta !, esto es
0 £33 X (2-%) /2,
luego, para cualquier (s,t)eA definiwos

2 2-
P(s,t)=§-_--% SE[O,'"Q-E], tefo,1].

Ahora, para cualguier (s,t)«B, definimos
- -t
(s, t)=1 se["'22 1], tefo,1].
En general, definimos a 2: 01 "——0 como

11



2-t
P(s.t)z{ g si se[o.;--z----] tef0,1].
l si EEE | 2 . 1]

Afirmamos que el mapeo P esta bien definido, en efecto,
pues en AMB 8=(2-t)/2 ¥ tE[D,l] y entonces:

...........................

Ademas,como las restriccidénes de P a los cerradogs A y B
de 17 son continuas, P es continuo en todo 0%, por el lema de
la pegadura.

Una vez aplicado el mapeo P aplicamos el mapeo f.
Afirmamos que el resultado es la arco-homotopia requerida. Més
formalmente definimos a G de la manera siguiente:

G(s,t)=(£-P) (n,t)=f£(P(3,t)

2 . 2=t
(262D siose[0.%3Y]
G(s,t)= _t
£(1)=x, si se[3%,1]
Entonces G es continuo por ser la composicidén de dos
mapeos continuos, Ahora, si t=0
G(s,0)=£(s) ¥ se[0,1].

tef0,1].

Y si t=1
ff2s) =i SE[D,"/Z]
G(s,l):{ i
X sl se[ /2,1]

i

51 s=0, G(0,t)=£(0)=x, ¥ si s=1, G(1,t)=x,. Asi obtenemos

= (fhex,) (3).

que

f = f*exf
( Identidad izquierda). Ahora, si ex il——R es el mapeo
constante gque manda a 0 en Xgr ¥ 8i P:n{————+ﬂ esta definido

por

3

......... gi SE[O,"““'"

P(s.t)={ 2 2" tefo,1]
%.:;:.].-. gl ge ...2...., 1]

entonces, G: 1°———® definido como
G(s,t)= [(ex *x£) «P] (5, t)=(ex ¥£) (P(3,1))

12



1-t
X gi acs|0 " .........]
G{s,t)={f . [ tef0,1]

""“:E:i:.j:“.) ai SE[""Q--“’ 1]
es una arco-homotopia entre ex *f y f.
(3) Inversos. Sea f:0——& un arco tal que £(0)=x_ y £{1)=x,

vy sea I:0l-———32R el regreso de f, esto es:
f(s)=Ff(1-3).

Para probar que [f]*[f]-[ex ]. necesitamos demostrar que
fxI 2 ex_ . Primero veamos quien es (£x¥)(s).

£(2s) si se[o,‘/z]{ £(2s)  si sef0.'/2]

F2s-1) =i se[*/2,1] | £01-@s-1)) =i se['/2,1]
£(28) si se[0,"/z]

(fx%) (s):{

(£xT) (5):{ " :
£(2(1-8)) si se[ /2,1]

Ahora, tomemos a t<[0,1] y definimos al arco o :l—X
como aquel gue empieza en X, ¥ recorre a £f hasta llegar a
f£{t), esto es:

o l——R
s——a (8)=f (L)
aqui 0 =3 =1 ycomo 0 £t = 1, entonces 0 = ts = ¢t £ 1, ast
la formula dada para « tiene sentido; Ademas o es continuo
por ser la composicién de los mapeos continuos £ v
w:1——[0,t], donde w(s)=ts.

Ahora, dado t€[0,1], veamos quien es oxa:
_ o, (28)  si se[0,'/2] («(28) =i sef0,%/2]
(Ol'_*dt_) (s)=4 _ " = 1
o (2s-1) si se[ /2,1] | & (2-28) si se[ /2,1]
_ f(2ts) si se[0,"/2]
(o ¥t ) (5)= . ;
f(2st{l-8)) si ss[ /2,1]

Asi, definimos H(s.t):at*ﬁt(s,t). Aplicando el lema de la
pegadura obtenemos que H: 0°———% es un mapeo coantinuo.

Ademas, si t=0 H(S,O)zf((]):xo:exo(s); 51 t=1

13



£(2s) si se[0,%/2]  _
H(s,1)= = (£xE) (s).

£(2(1-8)) si se['/z,1]
Y si 8=0, H(0,t)=f(0)=x_; si s=1, H(1,t)=f£(0)=x,, por
consiguiente

£(2t8) si se[0,"/2]
H(s,t)=
{ f(2t(1l-8)) si 55[1/2,1]
es una arco-homotopia entre e y £xf, y asi £xf = ex .
Para probar que I*f 2 ex , notemos primero que:
F(s)=F(1-s)=£(1- (1-8))=£f (3} 56[0.1]
Hasta aqui hemos mostrado que para cualquier arco g,
g*g = ex, donde x es= el punto inicial de g; asi, en
particular para f, tenemos que:
£xT 2p ex , i&.- F*f 2 ex, =

14
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EL GRUPO FUNDAMENTAL

Como se vio en la seccldn anterior, el conjunto de clases
de arco-homotopia de arcos en un espacio X, no forma un grupo
bajo X, ya que la operacidén ¥ definida sobre las clases no se
puede reallzar para cualquiera dos arcos en X. Pero si tomamos
un punto x, en &R que nos sirva Jcomo  un punto base vy nos
restringimos a aquellos arcos que comienzan y terminan en x,
entonces el conjunto de esas clases de arco-homotopia forman
un grupo bajo %, el llamado grupo fundamental de ® con punto

base X, Formalizamos esto mediante la siguiente definicidn.

DEFINICION., Sea X un espacio. Sea x_ un punto de X. Un arco en
KX que enmpieza y termina en X, es llamado un lazo basado en X
El conjunto de clases de arco-homotopia de lazos basados en
X,, con la operacién ¥, es llamado el grupo fundamental de X
relative al punto base X, ¥ se denota por ﬂl(R.xu).

Es obvio que, dado x eX, la operacién ¥ restringida a los
lazos basados en x  siempre estara definida, pues si f y g son
dos lazos en x_,, entonces fxg estara definido y sera un lazo
basado en X,- Ademéas, por el teorema anterior, el conjunto de
clases de arco-homotopia de lazos basados en X, forman un
grupo bajo ¥; en efecto, para la asociatividad, si f£,g ¥ h son
lazos basados en x, entonces fX (gxh) eztara deinido y ademas
fx (gkh) = (f*g)*h. Para la identidad, si f es un lazo basado
en x,, entonces £(0)=x _=£(1) y asi ex :l—R es un lazo
constante basado en x  y entonces f¥ex % f 2 ex *f. Para
los inversoso, f es un lazo basado en x_ y TXf = ex, = £xf.

En esta seccién probaremos varias propiedades del grupo
fundamental. En particular, probaremos gue el grupo
fundamental es, salvo isomorfismos, independiente de la
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eleccidn del punto base ( con la supogiclién de que 2R es
arco-conexo). Asimismo, probarenos gque el grupo fundamental es
un invariante topologico del espacio %X, Este hecho es de
crucial importancia para el estudio de los problemas de
homeomorfismos.

EJEMPLO 1. Sea R" el n-espacio euclideano. Entonces ﬂi(R",xo)
es el grupo trivial ( el grupo que consiste solamente de 1la
identidad). Ya que, si f es un lazo basado en Xg s la homotorpia
de la linea recta

F(s,t)=tx + (1-t)f(s)
es una arco-homotopia entre f y el lazo constante ex . Asi,
para cualquier lazo f basado en X, I = ex, y entonces

[£]=[ex,]1-

EJEMPLO 2. Mas generalmente, si & es cualquier subconjunto
convexo de R", entonces ﬂl(ﬂ,xo) es el grupo tribial. La
homotopia de la linea recta nos servira una vez més, vya que
por convexidad de X entendemoB gue para cualquiera dos puntos
x e y de X, el segmento de linea recta
{tx + (1-t)yi0 = ¢ < 1}

entre ellos esta en R, Y asi, si £ es un lazo basado en X
entonces

o!

F(e,t)=tx, + (1-t)f(s)
es una arco-homotopia entre f y ex . En particular, la bola
unitaria B" en R",
n_ 2 2
B=q{xlx, + ... + x_< 1}
tiens un grupo fundamental trivial.

A continuacidén, veremos que tanto depende el grupo
fundamental de la eleccidn del punto base.

16



DEFINICION. Sea & un arco en X de X, a X,.
a: (R, x.) —n (R, x,)

Definimos un mapeo

por la ecuacién

([t =[x [£]*[»]-

El mapeo & esta dibujado en la figura 9. Este mapeo esta
bien definido, yva que la operacidén * esta bien definida.
Ademéds, si f es un lazo basado en X,, entonces X (Fkat) es un
lazo basado en x_, en efecto, pues

(28) si s<[0,"/2] (a(i-2s) si se[0,'/2]
[0k (£xc0] (8)={f (45-2) si se['/z,%/4]={f(45-2) si se['/2,%/4],

a(48-3) si se[/4,1] l|a(4s-3) si se[ /+.1]
y ast [ox(fxe)](0)za(l)zx, y [ek(fra)](DI=a(l)=x,.

Entonces & mapea a n (X,x ) en n (R ,x), como queriamos.
TEOREMA 2.1. E]l1 mapeo 4 es un isomorfismo de grupos.

Dem-: Para mostrar que & es un homomorfismo, tomamos
[£]. [gler,(%,x.)) ¥y calculamos
acr*a([g] = ¢ [o]* [£]* [«]) * ([o]* [e]* [+])
= [a]x [£]* [g]* [~]
=3([E]*x&].
Entonces & es un homomorfismo. ( Aqui wusamos las
propiedades de * enunciadas en el el teorema 1.2.).
Ahora calculemos ker (&)
ker (=4 [£Jen (R, x ) |&([£])=[ex ]}
={[f]en (R, x ) | [o]% [£]* [¢]=[ex] }
pero, por el teorema 1.2, tenemos que si
+  [a]x[f]x[2]=[ex]
+ ([o] x[ap*[E]* [2]= [«]* [ex,]
* fex 1% [£]* {]=[=]
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-+ [£]1x [2]= [=]

» [£1* [o* []= [«]* [=]
> [£]* [ex,]= [ex,]

> [£]= [exo] .

Por lo tanto ker(B)={[ex ]} v ast & es inyectivo.

Ahora, si [g]en (®,x ), entonces g es un lazo en X basado
en X, ademds podemos definir f-okgka y asi f sera un lazo
basado en x,; un calculo inmediato nos muestra que a([f])=[g].
Entonces, para cada [g]erm (R,x,} existe un [f]en (R,x_ ), tal
que &( [f]):[g], por consiguiente & es suprayectivo.

For lo expuesto concluimos que &:m (X x )——n (R, x ) es
un isomorfismo de grupos. o

COROLARIO 2.2. 51 X es un espacio arco-conexoc y X, ¥ x, 8on
do2 puntos de X, entonces nl(H,xo) es isomorfo a ni(ﬂ.xll

Dem. Sean x,,x eX. Como X es arco-conexo, existe un arco
oa:l——X en X de x, a x,. Consideremos a 7 (X,x ) vy = (X,x),
¥ definamos entre ellos el mapeo
S:m (R, x )=t (R, x)
[£]— [alx[£1x ]
por el teorema 2.1 & es un isomorfismo de grupos y asi
n (R,x,) es isomorfo a ﬂi(ﬁ,xi). o

Supongamos que X es un espacio tTopologico., Sea C 1a
arco-conponente de R que contiene a Xqy Es facil ver que
n (C,x )=n (R, x ), dado que todos los lazos y homotopias en X
que estan basados en X, deben estar en el subespacio C. Ast
7, (H.xo) depende solo de la arco-componente de X gque contiene
a x,, ¥ no nos da informacién alguna acerca del resto de X,
Por esta razdn es usual trabajar solo con espaclos

arco-conexos cuando estudiamos el grupo fundamental.
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581 X es arco-conexo, todos los grupos ﬂ‘(R,x) s0n
isomorfos, asi podemos “"identificar” a todos estoz grupos
entre gi, y hablar del grupo fundamental del espacio X, sin
referirnos al puntoc base. Pero suprimir el punto base podria
acarrear errores, ya que puede no haber manera natural de
identificar ﬂi(ﬂ.xo) con ﬂ*(x.xi), pues diferentes arcos a y 3

de X, a X, pueden producir diferentes isomorfismeos entre estos
grupos.

DEFINICION. Un espacio K se llama simplemente conexo gi es un
espacio arco-¢conexo y s3i ﬁ‘(ﬁ,xo) eg el grupo trivial ( de un

elemento) para algun xoeﬂ, ¥ por consiguiente para cualquier
xoeﬂ.

LEMA. En cualquier espacio simplemente conexo X Cualguiera

dos arcos que tienen los mismos extremos son arco-homotopicos.

Dem.: Sean £ y g dos arcos en X de x, a x,. Entonces fXg es un
lazo en A basado en X, Dado que #* es simplemente <conexo
f*g =p ex_. Aplicando las propiedades de %, vemos que:
[(£*xg) *g]=[ex *a]=[].
pero
[(Exg)xg]= [£x (gxg) ]= [Exex J= [£].
Asi, f y & son arco-homotopicos.

Intuitivamente se observa que el grupo fundamental es un
invariante topologico. Para comprobar esto introducimos 1la
nocién del "homomorfisme inducido por un mapeo continuo”

Supongamos que h: A——Y¥ e3 un mapeo continuo que manda
el punto x_ de X al punte y_ de ¥. Este hecho se acostumbra
denotar de la siguiente manera:

hi (R, x )— (¥, y ).
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51 £ ez un lazo en ¥ Dbasado en x_, entonces la
composicitn hef:l—¥ es un lazo en ¥ basado en vy_; en
efecto, pues como h y £ son continuos, entonces hef es
continuo; ademis (hcf)(0)=h(f(0))=h(xo)=yo=h(f(1))=(h=f)(1),
entonces hef es un lazo basado en y,. La correspondencia
f——h-f genera un mapeo que envia a ﬂl(ﬂ.xo) en ﬂi(ﬂ,yo).
Ahora damos una definicidn formal de esto:

DEFINICION. Sea h:(ﬁ.xo)-———+(w.yo) un mapeo continuo.
Definimos hy:# (¥ x )—n_ (¥,y ) mediante la ecuacién
h*([f])= [h-£f].
El mapeo h, es llamado el homomorfismo inducide por h,
relative al punto base X,

Veamos que h esta bien definida. Sean f y £° dos lazos en
o Aarco-homotopicos. Bi F:0xl——$X& e3 una
arco-homotopia entre ellos, entonces heF:0xllww—p¥f esg una

R basados en x

arco-homotopia entre los lazos h+f y h-f£"; en efecto, pues h-F
es continuo ya que h y F lo son, ademéas
(h<F)(5,0)=h(F(s,0))=h{£(3))=(h-£) (8)
(heF)(s,1)=h(F(s,1))=h(f " (3))=(hef ") (s).
Y (heF) (0,t)=h(F(0,t))=h(x )=y,
(hoF)(1.t)=h(F(s.t))=h(x0):yo.
Por lo tanto h, esta bien definida.
Ahora, veamos que h, es un homomorfismo. Primero tenemos
que:

£(28) si sefo,"/z2]

(£*xg) (s)= ’
{g(zs—n si se['/2.1]

entonces .
h{f(2s)) si s<[0, /2]

he (£xg) (s)zh((f*g)(s))={
[ ! h(g(2s-1)) si se['/z,1]
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{ (hef) (2s) si se[0,'/2]

(heg) (2s-1) si se['/2,1]
2[(h°f)*(h°g)](§).

Asft hs(fxg)=(h-f)*(h-g), esto implica que

h, ([£]*[e])=[he (E*xg) ]= [(hef)x (heg) ]= [hef]* [heg]
=h, ( {£])*h, ([g])
por congiguiente h, es un homomorf ismo.

El homomorfismo inducido hy, no depende solo del mapeo
h: A———¥ sino tambien de la eleccién del punte base x_. ( Una
vez que x, Se escoge, ¥y, qQueda determinada por h.).

El homomorfisme inducido tiene dos propiedades gque son
cruciales en las aplicaciones. Son llamadas la ‘"propiedades
functoriales"” del homomorfismo inducido, y se demuestran en el
siguiente teorema.

TEOREMA 2.4. Si h: (R,x )—(¥,y_ ) y k: (¥,y )—+(Z,z_) son
mapeocs continuos, entonces (koh)*:k*-h*. 8i

i:(K,xo}———-+(K.x0) es el mapeo identidad, entonces i* ez el
homomorfismo identidad.

Dem.: Tenemos, por definicién:
(keh}, ([E]>=[(ken) -£],
(ky b)) ([E]) =k, (hy ([£]) )=k, ([h-£])

= [ke(hef)].

Entonces (koh)*=k*oh*.

De igual modo, i ([f})=[i-£f]=[f]; entonces i, es el

homomorfismo identidad. 0

COROLARTO 2.5. S§i h: (R, x )—=(¥,y_) es un homeomorfismo de X
en ¥, entonces h, es un isomorfismo de 7 (X, ,x ) con n (F,y -

Dem.: Como h: (X,x_ )—(¥,y ) es un homeomorfismo de X en ¥,
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tenemos gque:
-1 -4

heh ', = (heh™),
es el homomorfismo identidad en ﬂi(‘ﬂ.yo) , ¥

-1 = —4

h ", sh,=(h "°h)
es el honmomorfismo identidad en ni(lﬂ.xo); por lo tanto h* es
un isomorfismo de 7 (®R,x )} en = (¥,y ), siendo h*"1= (h—l)*. o
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ESPACIOS DE RECUBRIMIENTO

Hasta ahora no hemos calculado un grupe fundamental
no-trivial. Solucionaremos esto en la siguiente secclildn, donde
calcularemos el grupo fundamental del circulo ', Para lograr
esto nesecitamos estudiar a los espaclos de recubrimiento.
Para nosotros, los espacios de recubrimiento nos serviran como
una herramienta para el calculo de grupos fundamentales, pero
tambien son importantes por si mismos, sobre todo en el
estudio de superficies de Riemann y variedades complejas.

DEFINICION. Sea £:E—+B un mapeo suprayectivo y continuo. Se
dice que el conjunto abierto U de B esta uniformemente
recubierto por ? si la imagen inversa # (U) puede escribirse
como la uni¢n de conjuntos abiertos disjuntos V, en E tal que
para cada @, la restriccidén de £ a V_es un homeomorfismo de

vV, con U. La coleccién {V_{ se llamaera una particién de )
en seccliones,

DEFINICION. Sea #:E—B continuo v suprayectivo. Si
cualquier punto b de B tiene una vecindad U que esta
uniformemente recubierta por #£,entonces # se llama un mapeo de
recubrimiento y E gse llama un espacio de recubrimiento de B,

Note que si P:E—B e3s un mapeo de recubrimiento,
entonces para cada beB el subconjunto £ '(b) de E
necesariamente tiene la topologia discreta. En efecto, pues
cada una de las secciones Voc es abierta en E e intersecta al

conjuntc P '(b) en un solo punto, ya que PIV es un
o

homeomorfismo; por lo tanto este punto es abiero en £ '(b).

5i U es un conjunto gque esta uniformemente recubierto por
£, amenudo dibujamos al conjunto 2 '(U) como una "pila de
bulielos”, cada uno de ellos con el mismo tamafic y forma de U,
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flotandoe en el aire sobre U; el mapeo los aplasta en U. Ver
figura 10.

EJEMPID 1, Sea X cualquier espacio; sea 1:¥———3¥ el mapeo
identidad. Entonces 1 es un mapec de recubrimiento ( de 1la
clase més trivial). En efecto, pues sl xeX, entonces tomamos
al abierto Uz®R y ast i *(X)=R, obteniendo con esto que el

conjunto de seccicones so0lo esta formado por X, ademés es obvio
que T:R— X es un homecomorfismo.

MAs generalmente, sea E el espacio Zx{1, ..., n} el cual
conziste de n copiag de R, El1 mapeo P:E—+X dado por
P(x,i)=x para toda i es otra vez un mapeo de recubrimiento
( muy trivial). Verifiquemos esto; sea xe€X y tomemos al
abierto U=%, entonces

PR =R, ..., ni=UT Rx{i}, \
_ Es obvio que #x{i} es abierto en E para toda i y que
(Rx{iPHNRx{5 =2 81 i#j; ademas P[Rx{i} resulta ser un
homecomorfismo. Por lo tanto £ e3 un mapec de recubrimiento.

TEOREMA 3.1. El mapeoc P:R-——8"' dado por la ecuacidn
P(x)={(cos 2rx, sen Z2ax)
es un mapeo de recubrimiento.

Uno puede representar a £ como una funcidén que enrolla la
linea recta R alrededor del circulo S‘, ¥ en el proceso mapea
a cado uno de los intervalos [n,n+1] en S,

Dem.: E]1 hecho de que £ es un mapec de recubrimiento viene de
las propiedades elementales de las funciones seno y coseno.
Considere, por ejemplo, el subconjunto U de s' el cual
consiste de aquellos puntos que tienen la primera coordenada
positiva. El conjunto 7' (U) esta formado por aquellos puntos
X para los cuales cog 2nx es positivo; o sea, la unidén de Ilos
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intervalos
V.= (n-"/4, n+'/4)
para toda neZ, Ver figura 11.

Ahora, restringido a cualgquier intervalo V;. el mapeo P
es inyectivo, porque sen 2”x es estrictamente creciente ahl,
{ Dado que cos 2nx es positive.). Mas aun, P# manda a V;
suprayectivamente en U; en efecto, pues para cada (x,y)e0
concideramos ée[-n/2,7/2] tal que

(cos €, gen O)=(x,y),

Luego n+6/2neV y P(n+o/2n)}=(x,y). Como V_ es compacto vy

U es Hausdorff, P{y es un homeomorfismo de ¥V ~con T. En
n

particular PIV es un homeomorfismo de V_ con U.
n

Argumentos gsimilares pueden aplicarse a la interseccdn de
s' con los seniplanos abiertos superior e inferior, y con el
semiplano abierto izguierdo. Estos conjuntos abiertos cubren a
5! ¥ cada uno de ellos esta uniformemente recubierto por @o.
Entonces P:R——S? es un mapeo de recubrimiento. a)

PROPOCICION. Si #:E—B y P2":E"——B" son mapeos de
recubrimiento, entonces PxP ExXE"———3BxB° ez un mapeo de
recubrimiento.

Dem.: Sean #:E——B y #":E"———=B " mapeos de recubrimiento.
Entonces PxP " Exf " =——dBxB" es un mapeo continuo 1 4
suprayectivo,

Sea (b,b’)eBxB”, entonces beB y b'«B”. Luego, existe una
vecindad U en B tal que U esta uniformemente recubierta por #2;
esto es,p“xu>=ugym donde los V, son abiertos disjuntos en E y
Plva es un homeomorfismo de V_ con U. Ademas, para b’ existe

una vecindad U en B” tal que U" esta uniformemente recubierta
por £°; esto es, P‘“i(U')zuayé donde los V_  son abiertos
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disjunto en E” y #°|y. es un homeomorfismo de V. con u-,
o

Afirmamos que UxU’ es una vecindad de (b,b") Que esta
uniformemente recubierta por PxP°; en efecto, primerc:
(PxP')"l(UXU'):.{ (x,y)ExE" | (PxP ") (x,y)elxU" H
={(x,y)eExE" |p(x)€l ¥ 2" (y) el }
=2 ()xp” ~H(U ")
= (U ¥ o x(U Vo)
={(x,y)eBxE" |xU ¥, vy yU v}
={(x,y)<ExE" [xeV_ vy yeV
para algun a y o}
={(x,y)€B=E " | (x,57) €V oV
para algun {(a,w) }

Por lo tanto
- -4 L *
(PxP7) (UG )= U (V xV).
Ademés, como V“nV“:ﬂ:VJDanO’D‘, para oo y w#w‘ entonces
(VMXV;D)n(V&:V&,‘):ﬂ para (a,w)#(ai.mt).

Asi (pxP’) “(UxU") se puede escribir como la unién de
conjuntos abiertos disjuntos en ExE°. Ahora, para cada a y
tenemos que

?|Va es un homeomorfismo de V_con U
y P’Ivé es un homeomorfismo de V_ con U-,
entonces Plvafp'lv; es un homeomorfismo de V xV  con UxU°. Un
calculo rapido nos muestra que:
Pivaxp IV&fﬂxp IVuxV;‘

Con todo lo anterior concluimos que PxXP :ExXE"——3BxB" es
un mapeo de recubrimiento. (=]

EJEMPLO 2. Considere el espacio T=%5'xS8%; este espacio es
llamado el toro. Por lo tanto,como se muestra en la figura 12,

26



el producto

PxP: RuR——S* 5!
es un recubrimiento del toro por el plano Rz, donde P denota
al mapeo de recubrimiento de teorema 3.1. Cada uno de los
cuadrados [n,n+1]x[m,m+1] se envueléﬁ mediante PxP  por
completo alrededor del toro.

En la figura no hemos dibujado al toroc como el producto
$'x8', el cual es un subespacio de R* y por esto dificil de
visualizar, sino como la superficie con forma de dona D en R°
obtenida por la rotacién del circulo C, en el plano X2 de
radioc /s con centro en (1,0,0) alrededor del aje 2. No es
dificil ver que $'xS" es homeomorfo a la superficie D. Sea C,
el circulo de radio 1 en el plano X¥ centrado en el origen.
Entonces mapeamos C €, en D definiendo f{axb) como el punto
al cual se manda a cuando se rota al circulo C  al rededor del
eje Z hasta que su centro coincida con el punto b. Ver figura
13. Formalmente definimos

£:C xC,—D
como f((w,x)x{y,z))=(wy,wz,x), donde (w.x)EC1 v (y,z)eﬂz. Por
la construccidn de £ es claro que f((w,x)x(y,2))e€D si (w,x)eC,
y {(y,z2)eC,. f es continua ya que sus funciones coordenadas lo
gon.,

Para verificar la inyectividad, sean (w,x)x({y,z),
(w‘,xl)x(yi,zi)EEixcz tal que

0w, x)x(y,2))=f((w,,x )x(y, ,2,))

esto es
(Wy,wz,x)= (wlyi,wlzi,xi) ,
entonces x=x, . Ademés tenemos que WYSW.y,, WZ=W.2 Y
w-D5x*="0 (w1 Pex B,
y +z°=1 . v, +z =1

2 2 2 2 2 2 2 2
Entonces WYy =w VY, .V‘wzz',=w1 2,

z 2 Fr 2 2 2
-y + oo
w (y +z") woy, +2 )
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=» wzz w‘z
pero (w—l)zz(wi—l)z * w=w , v asi y=y, ¥ z=2,.
+ (w,x)x(y,z)=(w ,x )x(y,z).
Por lo tanto f es inyectiva.
Para probar la suprayectividad de f s8ea ¢=(r,s,t)eD,
entonces ¢ debe cumplir con la ecuacién del toro, esto es

(Sr® + 8% - 1%+ 1% = e
Ahora, definimos a=[¢’rz + sz.t] N4

r 3
b= o ——|. Afirmamos que axb6£1xcz; en efecto,
f/fz + g° f/rz + o

prues para que a este en C1 debe cumplir con la ecuacidén
2 z2 1
(w=1)"tx'=" /92,

pero al sustituir las coordenadas de & en esta ecuacidn

obtenemos la ecuacidén del toro, como se obseva facilmente,
con lo cual concluimos que aeci.Y para que b este en Cz sus
coordenadas deben cumplir c¢on 1la ecuacién.
y’z+zz=]_,
lo cual es obvio, entonces bel,.
Por lo tanto f es suprayectiva.

Con esto ultimo afirmamos que £ es un homeomorfismo.

EJEMPLO 3. Concidere el mapeo de recubrimiento

pxi: RxR ——S" xR ,
donde i es el mapeo identidad de R, v P es el mapeo del
teorema 3.1. A continuacidn definimos la funcién £ de Sﬁxm+
con R*-0 como:

£: $'xR ——R"-0
xxt +—f (xxt)=tx,

esta funcidn es continua ( se trata de una multiplicacién por
escalar),
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f es inyectiva, ya que si xxt, x'xt'esixﬁ; son tales que
Flxxt) = E(x"xt"),
entonces tx=t 'x" = |t|lxf}=]t |lIx")|. pero comc x, x =S' tenemos
aue fIxff=fix"ll=1 ¥y como t, t'€R_entonces t=t- y x=x".Por lo
tanto £ es inyectiva.

Para probar la suprayectividad de f, sea relR-0 ¥y tomemos

-4 r
f (r)zn—nxﬂrﬂ.
r
r 1
- vy |t|=R_ya que r=0 para toda r en
R,. por consiguiente f™ es continua. Asi :E:S'x[R+——+HEz—0 es
un homeomorfismo.

Es claro que

La compogicién de £ con Px% nos da un recubrimiento
RxR, ———R*~0
del plano agujerado por el semiplano superior abierto. Ver
figura 14. Este mapeo de recubrimiento aparece en el estudio
de 1la wvariable compleja con las superficies de HRiemann

correpondientes a la funcién logaritmo compledo.
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EL GRUPO FUNDAMENTAL DEL CIRCULO
El estudio de los espacios de recubrimiento de un espacio
X esta intimamente relacionado con el estudio del grupo
fundamental de &A. En esta seccidn, estableseremos los vinculos

entre los dos conceptos, y calcularemos el grupo fundamental
del circulo.

DEFINICION. Sea #:E——B un mapeo. Si f es un mapeo continuo
de algun espacio X en B, un levantamiento de £ ez un mapeo
?:R-———+E tal gque Po?if.

S
o Hy

\\ Hi

-~
H————f———+B
La existencia de levantamientos cuando £ es un mapeo de

recubrimiento es una herramienta importante en el estudio de
espaclios de recubrimiento y el grupo fundamental. Primero
mostraremos que para un espacio de recubrimiento, 1los arcos
pueden levantarce; v entonces mostraremos que las
arco~homotopias pueden levantarce tambien. Antes, un ejemplo.

EJEMPLO 1. Concidermos el recubrinmiento £:R-——8" del teorema
3.1. E1 arco f: [0,1]——&5’ que empiezanen b0=(1,0) dado por
f(s)=(cos mz,sen fms) se levanta al arco f(=)=s/2, que empieza
en 0 y termina en 1/2, El arco g(s)=(cos ns,-sen mns) se
levanta al arco E(s)=-s/2 el cual empieza en 0 y termina en
-1/2. El arco h{(s)={cos 4rs,sen 4ms) se levanta al arco
K(s):2s que empieza en 0 y termina en 2. Intuitivamente, h
envuelve al intervalo [0,1] alrededor del circule dos veces,

[ .8
esto se desprende del hecho de que el levantamiento h empieza
en 0 y termina en el ntmero 2. Ver figura 15.
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LEMA 4.1, Sea £:E—FB un mapeo de recubrimiento; sea

(e, )=b,. Cualquier arco f: [0,1]——B que empieza en b, tiene
+ g n A
un unico levantamiento a un arco f en E que empieza en e .

Dem.: Recubramoz a B por conjuntos abiertos U cada uno de lo=
cuales esta uniformemente recubierto por P. La imagen inversa
de todos estos ablertos U bajo f son abiertos en [0,1] ¥y 1lo
cubren completamente, usando el lema del nimero de Lebesgue
encontramos una subdivicién de [0,1], digamos B, Sgr svss B
tal que para cada i el conjunto f(Eastu]) cae en uno di
dichos conjuntos abiertos U. Construimos el lavantamiento f
paso a paso.

Primero, definimos ?(O)=e°. Entonces, ﬁgponiendo que )
esta definido para 0 < g = s, definimos f scobre [s..5,.,,]
como sigue: el conjunto £([s ,s, ., ]) cae en algun conjunto
abierto U que esta uniformemente recubierto por P. Sea {V“}
una particién de P '(U) en mecciones; cada conjunto V. esta
mapeado homeomorficamente en U por P£. Ahora fTst) c%? en unc
de estos conjunto, digamos en V_ . Definimos £(s) para
se[s,,s,,,] por la ecuacién

'f‘(s):(ﬂvo)"(fcsn.

[ ]
Dado que #P{y :V,—U es un homeomorfismop, I sera
[ & ]

continuo sobre [s .8 ].
[ ]
Continuando de esta manera, definimos f sobre todo el

intervalo [0,1]. La continuidad de f se sigue del lema del
pegado; el hecho de que P-%Ef gse sigue de la definicidn de E_

*

o
La unicidad de f se prueba paso a paso. Supongamos que £

es otro levantamiento de f que empieza en B g Entonces

ey g

f(O)zeoz?(O). Supongamos que f(s)=?(s) para toda s tal que

0 £s8 & B,- Sea V° come en el parrafo anterior; entonces, para
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se(s..s.,,]. f(s) esta definido como (P]y ) '(£(s)). Ahora
o

x

como f es un lavantamiento de f, debe mandar al intervalo

-1 _
[s..5,,,] en el conjunto ¢ (B)=U V_. Las secciones V., son

abiertos y disjuntos; dado que el conjunto £([s..s.,.]) es
conexo, debe caer por completo en uno de los conjuntos V

u-
o~

-~

Dado que f(sL)=f(si), el cual esta en V. £ debe mandar a todo

el intervalo [5,.s,,,] en el conjunte V,.  Asi, para

55[51’.’3;.»4]' f(s) debe ser igual a algun punto y de Va que cae
en P '(£(s)). Pero solo hay uno de tales puntos ¥y, o© sea,

Ay

-4 =~ [ ]
(P|y ) (£(s)). Entonces f(s)=f(s) para s<[s s ,]. o
o

LEMA 4.2. Sea P:E—B un mapeo de recubrimiento; sea

P(e )=b_ . Sea el mapec F:lxl—B continuo, con F{0,0)=b,.

Entonces hay un levantamiento de F a un mapeo continuo
E:ﬂxl]—le

tal que ?(0,0)=e0. 5i F es una arco-homotopia, entonces f es

una arco-homotopia,

De hecho, el levantamiento ? de F es unico, pero esto no
lo probaremos.
Dem.: Sea F:lxl—E, con F(0,0)=b,, definimos F£(0,0)ze,.
Luego, usando el lema anterior, extendemos la definicién de ﬁ
al borde izguierdo Oxl y al borde inferior 0Ix0 de 0x0, Ahora
definimos ¥ en todo el cuadrado 0xl de la siguiente manera:

Cubrimos a B por conjunto abiertos U que estan
uniformemente recubiertos por #. La imagen inversa bajo F de
estos conjuntos F“’(U) son abiertos en IxB y forman una
cubierta abierta de este; como Ixl e3 wun espacio metrico

compacto, podemos escojer dos subdiviciones s,£8=... £ 8,
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tof t;ﬂ ... = t de 1 tal que para cada rectangulc
IxJ=[s,_,.5]xlt,,.t]

su imagen bajo F caiga en un conjunto abierto de B que este
uniformemente recubierto por P. ( Agui usamos el lema del
nimero de Lebesgue.). A continuacién construiremos el
levantamiento F raso a paso. Primero definimos a F en el
rectangulo I >J , luego en el 12XJ1 y asi con todos los
rectangulos de la forma I,xd, { rengldn inferior)}; luego
continuamos con los rectangulos Ii_XJ2 en el siguiente rengldn,

eto. .

LY
En el caso general, dados io y jo. asumimos que F esta

definido en A, donde A es la unién de Oxli, 0x0 con los
rectangulos de ia forma Ifﬁh para los cuales j < jo 4 j=jn e
i€ 4. .

"Asimismo suponemes que F e3 un levantamiento continue de

FIA' Ahora definimos a ¥ sobre 1 XJj . Escojamos un  conjunto
[ 4] O

Uen B que este uniformemente recubierto por £ tal que

F(I, »xJ, )<U. Sea {V_} una particién en secciones de () ;
o] [a]

como ya sabemos, cada V“ es mapeado homeomorficamente en U por

Pf. Ahora, tomemos a C=An(I, ij }, este conjunto es la unisn
o ‘o

de los margenes izquierdo e inferior del rectangulo IL ij v
[a] s ]
por consiguiente e3 conexo. Ademas, como ? esta definida en C,

entonces ﬁ(C) es conexo y debe estar contenido en uno de los
conjunto Vm. Supongamog gue cae en Vo. Esta situacién se
muestra en la figura 16.

Representemos la restriccidén de P a Vo por P
PO:VO————+U. Sabemos qui para xip

PO(F(x))=P(F(x))=F(x).
dado que F es un levantamiento de FIA' por lo tanto
Fxz=e ™ (Fo0).
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Asi, dada xEIi »xJ
o o

"
manera. El mapeo F resultante sera continuo por el lema del
pegado.

, extendemos a ﬁ definiendolo de esta

Continuando de esta manera definimos § en todo el
cuadrado 1%, ¥ as! definido es un levantamiento de F pues
resulta ser continuo y ademas

F(x)=(2:F) (x) V xe®

Ahora, supongamos que F es una arco~homotopia,
mostraremos que ﬁ tanmbien lo es. Como F es una arco-homotopia,
debe enviar al margen izquierdo Oxl de 0% a un solo punto b
de B, adenmis, como F es un levantamiento de F, envia a este
margen al condunto # (b ) el cual tiene 1la topologia discreta
en E. Dado que F es continuo y Oxl es conexo, F(Oxﬂ) es conexo
¥y por esto debe ser igual a un conjunto de un solo punto. De
igual modo se llega a la conclusién de que F(1x0) debe tener

i,
un g2o0lo elemento. Por lo tanto F es una arco-homotopia. o

El siguiente teorema relaciona de manera crucial a los
espacios de recubrimiento y el grupo fundamental.

TEOREMA 4.3. Sea P:E———B un mapeo de recubrimiento; sea
Ple )= b,. Sean £ ¥y g dos arcos en B de b a b,; representemos
por ? ¥ g a sus respectivos levantamientos a arcos en E, los
ouales empiezan en e,- 8i £ y g son arco-homotopico, entonces

[, 9
fy g terminan en el mismo punto de E y son arco-homotopicos.

Dem.: Sea F:0ixl——pB una arco-homotopia entre los arcos f vy
£. Luego F(O0, 0)“b Sea EEHxﬂ————+E un levantamiento de F en E
tal que F(O 0)= €, El lema anterior nos asegura que ¥ es una
arco-homotopia ¥y que F(oxD)= {e b v F(1x) es un conjunto con

un solo punto {e,}. o
La restriccién Fluxo de F al margen inferior del cuadrado
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1° es unarco en E que empieza en e ; ?luxa es un levantamiento
de F|j,o-f entonces, debemos tener Qque f]uxozf, por la
unicidad de los levantamientos. De igual modo, ?|nx1 es un
arco en E el cual es un levanamiento del arco Flux1=g, y
empieza en €, por que f(0xﬂ)={e°}. EPevamiPte, por la unicidad
de los levantamientos, tenemos que F | «1—-8. Ahora, como £y g
terminan en el mismo punto, entonces f y E deben terminar en
el m%fmo punto, pero f(ixﬂ)z{e‘}, entonces f y E terminan en
e, ¥ F resulta ser una arco-homotopia entre ellos. =

El teorema anterior se aplica para el caso del circulo.

TEOREMA 4.4. El1 grupo fundamental del circulo es ciclico
infinito.

Dem. : Denotemos'por b0 al punto (1,0) de $* Debemos construir
un isomorfismo del grupo ﬂ‘(sl,bo) con el grupo de los
enteros bajo la suma (£,+).

Consideremes al mapeo de recubrimiento

p; R——s’
dado por la ecuacidén P(x)=(cos 2nx, sen 2rnx). Si £ ez un lazo
en $' basado en b,. tenemos que
£i0——8" | £(0)=b_=f(1).
Sea f el levantamiento de £ a un arco en R que empieza en
0. Ahora veamos guien es P'lfbo)
#™" (b )=4xeR| P(x)=b_=(1,0)}
={xeR| (cos 2nx, sen 2ax)=(1,0)}
=Z,

Pero tenemos que, por ser ? un levantamiento de £,
ﬁptonces (Pﬂ?)(1)=f(1)=bo. esto es ?(1)EPdTbo)=2. Entonces
£f(l) debe ser igual a algun entero n. Ahora bien, este entero
n depende solamente de la c¢clase de arco—homotop{a de £, ya que

35



para cualquier otro lazo arco-homotopico a £ le correspondera
el mismo entero n, como lo asegura el teorema anterior. Ahora
definimos al mapeo

¢:n (S', b ) ——2
asociando a [f] este entero, esto es ¢([f])=?(1). Veamos Qque
este mapeo @ es un isomorfismo de grupos.

Para probar la suprayectividad de ¢, sSea n un entero.
Debido a que R es arco-conexo, podemos escoger un  arco
?:[0.1]-———+R de 0 a n. Ahora definimos f=P.f, el cual es un
arco en 51, ya que T es un arco y P es continuo; mas aun,

f(0)=(9-§)(0)=ba
y £(L)=(2-£) (1)=b,.

Por lo tanto £ es un lazo en S basado en b, ¥y ? es un
levantamiento de f a un arco en R que comienza en 0. Luego,
por definicién

| ([t = n.

Ahora, verifiquemos la inyectividad de #. Supongamos que
¢([f])=n=¢([g]). Representemos por f vy g alos levantamientos
de f y g, respectivamente, a arcos en R que empiezan en 0. Por
hipotesis ? v E terminan en n. Ademiés, como ya sabemozs, el
grupo fundamental de R es el trivial, entonces ? y E son
arco-homotopicos; sea ? una arco-homotopia entre ellos.
Definimos Fzﬂoﬁ, este mapeo es continuo ya que P y ﬁ lo son ¥
ademas

F(s,0=P(F(s,00)=0F(a))=£(a)
F(s,1)=?(E(s,1))=P(E(s})=g(s)
F(0,t)=p(F(0,t))=p(0)=b,
F(1,t)=p(F(1,¢)=p(1)=b_.

Esto indica que F es una arco-homotopia estre f y g,

entonces

[£] = [s].

Por lo tanto ¢ ez inyectiva.
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Por ultimo haremos ver que # es un homomorfismo. Sean f y
g dos lazos en s' basados en bo. Representemos por ? y E a sus
respectivos levantamientos a arcos en R gque comienzan en 0 en
0, tal que ?(1)=n g E(l)zm. definimos ahora a h como

[ T si se[0,%/2)
his)={ . . .
ntg(2s-1) si se[ /z.1]

h es un arco en R que empieza en 0 y +termina en n+m.
Luego

2 (f(28)) si se[0,*/2]
P(h(s))= - . :
P(n+g(2s-1)) si se[ /z.1]

Usando el hecho de que las funciones seno y coseno tienen
periodo 27, tenemos que

£f(2s) si sef0,/2]

P(h(s)):{ =(fxg) (8),

g(2s~1) si se[ /2,1]
entonces h es un levantamiento de f*¥g y por definicién
¢([£xg])=h(1l)=n+n
=+ ¢{[£]x[el=2([£]) + &([e].

Por lo tante @ es un homomorfismo.

La demostracidén del teorema anterior se puede generalizar
a espaciosg de recubrimiento sgimplemente conexos. La Unica
particularidad del recubrimiento p: R— 5" fus la existencia
de la operacidén de adicidén en R, la cual nos permitio
demostrar gque ¢ es un homomorfismo. En un espacio de
recubrimiento general, no tenemos esta operacidn de adicidn;
sinembargo podemos extraer una buena parte de la informacién

del grupo fundamental, ¢ome sSe enuncia en el siguiente
teorema.

TEOREMA 4.5, Sea ?:(E.eo)————+(B,ba) un mapeo de

recubrimiente. Si E es arco-conexo, entonces hay una
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suprayeccién
s _—nt
b o H‘(B:bo) re (bo).

51 E es simplemente conexo, 2 es una biyveccidnm.

Dem.: Sea f un lazo en B basdo en b . Sea f su levantamiento a
un arco en E que comienza en e, . Luego
(p-F) (L=£(V)=b, =» F(Ler ).
Nuevamente el teorema 4.3 nos asegura que este punto Ty
esta determinado de manera unica por la clase de
arco-homotopia a la cual pertenece f. Asi definimos
¢:n (B,b )—+p " (b,)
asociando a [f] este punto, esto es ([P =F(1). Veamos que ¢
es suprayectivo. Sea eE§d(bo). como E es arco-conexo podemos
tomar un arco ?:[0.1]————+E en E de e, a e y definir f=9~?.
Resulta asi que
£(0)=(2-5) (0)=pE(0))=p () =D,
f(1)=(P-£) (1)=P(£(1))=P(e)=b,. o
Entonces f es un lazo en E basado en e, y f es su
levantamiento a un arco en E que empieza en e_,. Asi, por
definicién tenemos que #([f])=e.

Ahora, si E es simplemente conexo tenemos que mostrar que

¢ es inyectivo, para esto supongamos que
o= [ .Y [ .8

$([f])=e=p([g])eP " (b_ ). Sean £ y g los levantamientos de f v

g, respectivamente, a arcos en E gque empiezas en e Tenemos

&
que f{l):e=g(l), por hipotesis. Aplicando el hecho de que E es
Fa

[ Y
simplemente conexo, tenemos que f y g son arco-homotopicos;
[ L8

sea F una arco-homotopia entre ellos y definamos F=P=?,
entonces

F(s,0)=P(F(5,00)=p(F(s))=£(s) y F(s, )= (F(s,1))=P(F(s))=g(s).

F(0,6)=P(F(0,4))=P(e )=b,_ y F(1,t)=p(F(1,4))=p(e)=b,.
Entonces tenemos que f es arco-homotopico a g, esto
implica que [f]=[g] ¥ por lo tanto ¢ es inyectivo. =
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EL GRUPO FUNDAMENTAL DE R™-0

En esta seccién probaremcs que el grupo fundamental del
plano agujerado R®-0 es ciclico infinito. Esta conclusi®n la
obtendremos de un resultado mas general gque relaciona al grupo
fundamental de $" ' con el de R™-0, Primero introduciremos la
definicidn de retraccidn de deformacién fuerte.

DEFINICION. Sea A un subespacio de X. Entonces se dice que A
e8 un retracto de X si hay un mapeo continuo :R———pph tal que
T(a)=a Vae€A.

Al mapeo " se le llama una retraccién de X en A.

En otras palabras A es un retracto de X si *|, es el
mapeo identidad en A.

DEFINICION. Sea A un subespacio de X, Entonces se dice que A
es un retracto de deformacién fuerte de X si hay un mapeo
continuo H: Xxd—X tal que

H(x,0)=x para x=X, H(x,l1)eA para xeX, H(a,t)=a para acA y tel.

Al mapeo H se le 1llama una retraccién de deformacién
fuerte,

En otra palabras, el espacio A es un retracto de
deformaci®én fuerte de X si X puede deformarse de manera
gradual en A, y 8i durate la deformacién cada puntc de A
permanece fijo. Al terminar 1la deformacidén, tenemos una
retraccidn de X en A, mapeando x en H(x,1).

EJEMPLO 1. El mapeo H: (R™-0)xl—#R"-0 definido por
Hix,t)=typ + (1-t)x

es una retraccidn de deformacién fuerte de R™-0 en S"d}ya. gue
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H(x,0)= x para xeR™-0,

H{x,1)= i €S’ para x<R™-0,

Y si aeS" " y t<R™-0, tenemos que [lajl=1, y entonces
H(a,t)zt“-:—“ + (1~t)a=ta + a - ta= a.
Esta retraccion de deformacidon fuerte colapsa

gradualmente cada linea radial en el punteo donde intersecta a
g™ ( Ver figura 17)

El siguiente teorema relaciona a las retraccidnes de
deformacidén fuerte con el grupo fundamental.

TEOREMA 5.1. Sea A un retracto de deformaci¢n fuerte de X, Sea
aoEA. Entonces el mapeo inclucidn

J:(A,ao)————+(ﬁ,ao)
induce un isomorfismeo de grupos fundamentales.

Dem, $ Para lograr nuestro proposito necesitamos obtener una
inversa para J*. Ahora, como A es un retracto de deformacidn
fuerte de R, existe H: Axl——XR, tal que
H(x,0)=x para xeR,
H(x,1)=A para xeX,
H(a,t)=a para a<A y tel.
Sea r:A——A el mapeo continuo definido por r(x)=H{x,1).
Afirmamos que r, es una inversa para J*. Para ver esto,
primeroc consideremos el siguiente mapeo de composicién
(A,a ) —2—(®,a_)—Z+(A,a,).
Asi, si a€A, entonces (r<J){a)z=r{(J(a))=r(a)=H(a,l)=a, entonces
reJ=1_ ( el mapeo identidad en A). Obtenemos asi, por las
propiedades functoriales del homomorfismo inducido, que r*ﬁi*
es el isomorfismo identidad de ﬂl(A.ao).
Para probar que J*er* es el isomorfismo identidad de
n(k,a), sea f un lazo en R Dbasado en a,. Entonces
J(ry,([£])) sera 1la clase de arco-homotopia del lazo
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g=Joreof:l—X&, donde g esta definido por
g(s)=H(f(s),1),.

Ahora necesitamos mostrar que g = f, para asegurar que,
bajo Jyery, [f] se mapea en si misma. Para esto, definimos
F:0xl——& como F(z,t)=H(f(s),t). Este mapeo es una
arco-homotopia entre £ y g En efecto,pues:

F(s,0)=H(f(s),0)=£ (=)
F(s,1)=H(f(s),1l)=g(s)
v F(O,t):H(f(O),t)ZH(ao,‘b)=a0
F(1,t)=H(£(1),t)=H(a_,t)=a_.
Por lo tanto J,er, es el isomorfismo identidad de

ﬂt(ﬁ,ao). Entonces J induce un isomorfismo de grupos
fundamentales. A

COROLARIO 6.2. S5i x €5 ', la inclucién

J: (87", x ) ——(R™-0,x )
induce un isomorfismo de grupos fundamentales.
Dem.: Agui lo que debemos hacer notar es que s es un
retracto de deformacién fuerte de R'~-0. Pero en el ejemplo
anterior vimos que el mapeo H: (R"-0)xl——[R"-0 definido por

H(x,t):tﬁ§“ + (1-t)x

es precisamente una retraccién de deformacién fuerte de R-0

-4

en & ., Asi, se sigue del teorema precedente que IH(SW1,xO)

. ™
es isomorfo a ﬂl(E -O,XO). o

Este corolario nos dice, en particular, que el grupo
fundamental del plano agujerado es ciclico infinito.
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EL GRUPO FUNDAMENTAL DE S

Ahora, calcularemos el grupo fundamental de S
lograrlo necesitaremos el siguiente teorema.

i para

TEOREMA 6.1. ( El teorema de Van Kampen especial.). Sea X=UWV,
donde U y V son abiertos en ® y UnV es arco-conexo. Sex X, un
punto de UNV. Si ambas inclufiones

(U, x ) —(R,x )7 ¥ J: (V,x ) ——b(R,x )
inducen el homomorfismo cero de grupos fundamentales, entonces
n (R, x }=0.

Cabe hacer notar que si U ¥y V son simplemente conexos,
entonces i, vy J, son los homomorfismos cero, respectivanente.
Este sera el caso gque emplearemos para calcular el grupo
fundamental de S .

Dem.:t Sea f:1—X un lazo basado en X,- Lo aque debemos
demostrar e3 que f es arco-homotopvico a un lazo constante.
Pago 1. Usando el lema del ndmerc de Lebesgue, podemos

encontrar una subduvicién del intervalo [0,1] de la forma

0= a,< a< ... < a n=1
tal que para cada i, £([a,_,,a]) cae por completo en wuno de
los conjuntos abiertos U & V. De entre todas las

subdiviciones, escogemos una para la cual el nimero n de
subintervalos sea el minimo. Resulta claro que para cada i, el
punto f(a,) cae en UnV.

Paso 2. Ahora definimos f : [0,1]—X como

£ (s)=£((1-s)a _, + sa) para sef0,1].

Este arco es la reparametrizaci®d a [0.1] de 1a
restriccién de f a [a,_,,a,]. A continuacién mostraremos que
f. es arco-homotopico a un arco que cae por completo en U,

Es claro que si f. cae en U, no necesitamos hacer nada,
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pues definimos Fi como la arco—homotopia trivial
F (s,t)=£f (38) de £, con el mismo.
5i ft no cea dentro de U, entonces debe caer enteramente
dentro de V. Dado que UnW es arco-conexo, podemos escoger
arcos g y h en UMV del punto base x, & cada uno de los
extremos de £, ft(O) y ft(l) respectivamente. (ver figura
18). Es claro que la composicidn (g*fi)*h es un lazo en V¥
basado en x,. Bajo el mapeo de inclucién J, tenemos que este
lazo es un lazo en R basado en x_ . Ademés, por hipotesis
J ([ (extHxn D = [ex,]
-+ [J’e{(g*ft)*h_}] = [ex,]
e [ (rx£)xh ] = [ex ]
asi, (g*f )*xh es arco-homotopico, en X, al lazo constante ex .
Entonces, por las propiedades de la operacién x, fi debe ser
arce-homotopico, en X, al arco g*h, Denotemos por F. a 1la
arco-homotopia gque hay, en X, entre ft y el arco gh, ¢l cual
cea en UnV. Asi, F.:0xl——X,
Ahora, reparametrizamos a F. de manera tal que su dominio
caiga en el conjunto [a.L_l,aL]xﬂ asli, pegamos estos conjuntos
para obtener una arco-homotopia F entre £ y un arco que cae

completamente en U. Mas formalmente definimos F:0xl——+X como
s-a,.
t—1
F(s,t)=F, [5—_—_-&‘—:,1:] para sefa, _,a]

Y como cada arco-h;motOPia F. deja fijos a los extremos,
entonces F esta bien definida; aplicando el lema de 1la
pegadura obtenemos la continuidad de F. Tomemos a
£ (s)=F(a,1).

Paso 3. Hasta aqu{ tenemos que f ez arco-homotopico

( en X) a un lazo £f° que cae completamente en U. Ademas,
sabemos que

i (£ D=[ex]
[i-£]=[ex,]  ieX[t]=[ex,]
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Asi, f° es arco-homotopico (en X) al lazo constante ex

o
Esto implica que f = £° = ex . tomandolos como lazos en X,
como deseabamos.

Ahora estamos en condiciones de calcular el Erupo
fundamental de 5",

TEOREMA 6.2. Para n 2 2, la n-esfera s" es simplemente conexa.

1

Dem.: Sea p=( 0, 0, ..., 0, 1)eR el polo norte de S vy
q=¢( 0, 0, ..., 0,-1) el plolo sur.

Paso 1. Lo primero que veremos es gue % ~p es homeomorfo
a R”

Sea %= Xeo %o ooy xwu) un punto de S" diferente de P.
Tomemos la linea recta en R™

tx + (1-t)p

que Pasa por X ¥ p € intersectemosla con el plano X s

denotemos por f(x) al punto de interseccién. Esto nos permite
definir al mapeo f:S -p——>R" como:
1

1—xn+1

4 este maveo 2e le conoce como proyeccidn estereografica. Este
mapeo es continuo ya que x ., Mediante calculos sencillos se
verifica que el mapeo g:R"—#8"-p dado por

g( ¥,o Yoo +o.n ¥ =0y, ty,, ..., ty , 1-1),
donde t=2/(2;;y:), es un mapeo inverso para £, entonces f es
un homeomorfismo.

-
3

fix)= ( X Xow vy X ).

Como $'-q €3 homeomorfo a S -p bajo el mapec de reflexién

P('fl. Xyo ooy X oo x  )=( X, xzzw..., xn,—xwu)
entonces % -q tambien ews homeomcrfo a R,

Paso 2. Ahora definimos U=S"-p y V=8"-q. E2 claro que U y

V son abiertos en " y que S =UW. Como U y V son homeomorfos
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a R” entonces son simplemente conexos.

Adenas, UanS"-p-q ¥ es homeomorfo a R'-0 bajo la
proyeccidn estereografica, Nesecitamos ver que [R'-0 es
arco-conexo: cualquier punto xeR™-0 se puede unir al punto
x,=(1, 0, ..., 0) mediante el segmento de linea recta en RrR",
exepto por agquellos puntos x de la forma ( a, 0, ., 0),
donde a < 0. Para estos casos unimos a X con
xi=( 0, 1, 0, ., 0) mediante el segmento de linea recta ¥y
luego tomamos al segmento de linea recta de x, a x, . ( Aqul
usamos el hecho de que n > 1). Entonces UV es arco-conexo ¥
por el teorema 6.1 concluimos que §  es simplemente conexo., O

COROLAREO 6.3. [R™-0 eos simplemente conexo si n > 2.

™ b

Dem-: Por el corolario 5.2, R™0 y 3" tienen grupos
fundamentales isomorfos. [

COROLARIO 6.4. R" y ®? no son homeomorfos, si n > 2.

‘ n .
Dem.2 Si borrames un punto de R obtenemos un espacio

. . . 2
simplemente conexo, mientras que si hacemos lo mismo con R™ el
espacio resultante no lo es.
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GRUPOS FUNDAMENTALES DE SUPERFICIES

Una superficie es un espacio Hauzsdorff con una Dbase
numerable para el cual todo punto tiene una vecindad gque es
homeomorfa con un subconjunto abierto de R®. las superficies
son de gran interes en varias partes de la matematicas,
incluyendo a la geometria, la topologia y el analisis
complejo. En esta seccidn estudiaremos a tres superficies
familiares, la esfera Sz, el toro T yel plano proyectivo Pz,
y mediante la comparaci®én de sus grupos fundamentales
probaremos que no son isomorfos.

Para calcular el grupo fundamental del toro,

necesitaremos un teorema para estableser el grupo fundamental
de un espacio producto.

TEOREMA 7.1. n (Rx¥,x xy ) es isomorfo con n (&,x )xn (¥,y ).

Dem.: Recordemos que si Ay B son grupos con operacién -*

entonces el producto carte¢iano AxB es un grupo badjo la
operacidn Vi
(axb)*{a"xb")=(a*a")=(b*b").

Tambien 8i h:C——A y k:C—B son homomorfismos,
entonces el mapeso &:C—#AxB dado por &(c)=h(s)xk(s) es un
homomorfismo de grupos.

Ahora, si tomamos a las proyeccidnes P:RAxT——pR y
¢ Axf—Y¥, v a los puntos base indicados en el +teorema
obtenemes a 1o homomorfismos inducidos:

P*: n‘(Rx\?,xoxyo) ————}n’(R, xo) ,
7, (RXY, x xy )—n (¥,y ).
Esto nos permite definir a un homomorfismo
& nl(kﬂx\?, xoxyo) _st (X, xo) i (7, yo)
mediante la ecuacién
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g([E=p ([ =, ([ =[P-£]x[2-£].

Veamos que & azsi definido es un isomorfismo.

Sea g:0l—X un lazo basado en x_, y hl——Y¥ un lazo
basado en y,, entonces [g]=x[h] es un elemento de
A (R,x )xa (¥ ,y ). S5i definimos a f: l————pZx¥ como

f(s)=g(a)xh(a),
entonces f es un lazo en Xx¥ basado en X %o, ¥ ademis
e([f]h=[p-£]x[@-£]=[e]x[b].
Por lo tanto, para todo elemento de m (R, x )xm (¥,y )
eéXxiste una preimagen en n;(ﬂxw,xoxyo) vy asi @ es suprayvectivo.

Para verificar la inyectividad de & calculemos ker(3).
Supongamos que f:0l-—=>pERx¥ es un lazo en AxY¥ basadc en X XVo ¥
que [f]eker(®), esto es

e([t])=[P-£]x[2-£]=ex xev,.

Esto significa que P+f = ex, y que @-f = ey ; sean
G: 0x0———=R y H:lxl—¥ sus respectivas arco-homotopias.
Entonces el mapeo f:bDxdl——&xY¥ dado por

F(s,t)=G(s,t)xH(s,t)
@3 una arco-homotopia enter f v el lazo constante basado en
ex Xey . En efecto, pues:
F(s8,0)=G(s,0)xH(3,0)=P-F(s) @£ (s5)
F(s.l):G(s.l)XH{s.1)=xoxyo
4 F(0.t)=G(U,t)XH(0,t):x¢XY0=G(l.t)HH(l,t)=F(l.t).
Por lo tanto # es un isomorfismo de grupos =

COROLARTIO 7.2. K1 grupo fundamental del +toro T=5'x8" es

isomorfo al grupo ZxZ.

Ahora se definira el n-espacio proyectivo P" y se
calculara su grupc fundamental.

DEFINICION. El n-espacio proyectovo PP es el espacio gque se
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obtiene de & mediante la identificacién de cada punto x de
g” con su antipodal -x.

Esta definicién nos permite construir una relacién de
equivalencia en S de la giguiente manera: Consideremos al
mapeo #: S ——P" que manda cada punto x en su clase de
equivalencia, con este mapec definimos una topologia en P" de
la siguiente forma: Un subconjunto V de P" sera abierto en [P
si y solo si #*(V) es abierto en S .

TEOREMA 7.3. El n-espacio proyectivo P” es una superficie y el
mapeo p: S "——P" es un mapeo de recubrimiento.

Dem.: Primerc probaremos que el mapeo P es abierto.

Sea U un abierto en S", Consideremos el mapeo a: S ——S"
dado por a(x)=-x, este mapeo se conoce como el mapeo antipoda
¥ es un homomeorfismo de %". Entonces a(U) es abiertc en 5.
Ademas, el conjunto P (P(U)) es abierto en S", pues:

(P 0))=U U a(l)
vy, por definicidén, P(U) es abierto en P".

Ahora probamcs que P eg un mapec de recubrimiento.
Tomemos un punto y de P ¥y escojamos xepﬂly). Luego, tomenos
una vecindad de radio £,U, de x en $, para algun <1, con la
métrica euclideana d de R™*. Entonces U no contiene a ninguna
pareja {z.,a(z)} de puntos antipodales de 8", pues d(z,a(z))=2.
Asi obtenemos que el mapeo

p: J—tp (U)
es biyectivo. Ademas es continuo y abierto, y entonces es un
homeomorfismo. Un razonamiento similar muestra que
P:a(0)—2P(a(U))=p(U)
es un homeomorfismo. Asi, el conjunto P (P(U)) es la unién de
los deos conjuntos abiertos U y a(l), cada uno de los cuales es
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mapeade homeomeorficamente por 2 en P(U).

Entonces #P(U) es una vecindad de #P{x)=y que eata
uniformemente recubierta por P. Por lo tanto P es un mapeo de
recubrimiento.

Dado que 5" tiene una base enumerable {0}, el espacio P
tiene una base enumerable {P(U )}

Sean y,, ¥, dos puntos de P". El1 conjunto 1f1(Y1)Uﬁd1yz)
esta formado por 4 puntos; sea 2£ la distancia minima entre
ellos. Sean U  la vecindad de radio &£ de uno de los puntos de
!fﬁ(yi) ¥y U, la vecindad de radio £ de uno de 1los puntos de

-1

P (yz). Entonces:

[0, Uawp]nlu, U acw,)]=¢.
Se sigue que P(U)) y P£(U,) son vecindades disjuntas de ¥
y ¥, respectivamente. en P". Por lo tanto P" es Hausdorff.
Dado que 8" es una superficie y que cualquier punto de P"
tiene una vecindad homeomorfa com un subconjuntec abierto de
5“. el espacio P es tambien una superficie. o

COROLARIO 7.4. Para n = 2, n (P",y) es un grupo de orden 2.

Dem.: E1 mapec de proyecclién p: 8" ——P" es un mapeo de
recubriniento., Como S" es simplemente conexo, podemos aplicar
el teorema 4.5, el cual nos asegura qQue existe una biyeccién
entre ﬂi(?“.y) y el conjunto P '(y). Dado que # (y) tiene

solamente dos elementos, ﬂ‘(Ph.y) es8 un grupo de orden 2, ¥
como ya es conccido, todo grupo de orden 2 es isomorfo a Z,
los enteros modulo 2. o

COROLARIO 7.5. Las superficies 8", P® y T son topologicamente
distintas.
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EL TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE BROUWER PARA EL DISCO

En esta ultima seccién probaremos el Teorema del punto
fijo de Brouwer para el disco. Esta demostracidn la haremos
usando nuestros conocimientos de las retraciones ¥ del grupo

fundamental. Primero necesitamos probar la siguiente
proposicién.

PROPOSICION. No existe una retraccidn P:Dz———-+31, del disco
D® en el circulo S'.

Dem.: Supongamos que existe una retraccién P:D?————+51,
entonces el mapeo T restringido a gt sera la identidad en 5},
esto es:
r|gi1(s)=s

Ahora tomando el mapeoc de inclucidn J:s*———p% tenemos

que: '
LY [ pmm—

es el mapeo identidad en S', esto es rojzi, Asf, usando las
propiedades del homomorfismo inducido, tenemos que:

(1‘ oJ)*:l‘*oJ*

donde

J'*: "1(31= x)—+ﬂ1(ﬁ>2, X)

i (D% x) ——n (37, %)
y (Pai)*:ﬂl(Si,x)———-+ﬂ1($1.x) es el homomorfismo identidad.

Como se recordara, en el ejemplo 2 de la segunda seccidn

se demostro que ﬂl(Dz,x) era el grupo con un 8olo elemento.
Luego, Ty e¢s el homomorfismo cero, y entonces r*.j* es el
homomorfismo cero, lo cual contradice lo afirmado
anteriormente, s8i se toma en cuenta que s tiene un grupo
fundamental ciclico infinito.

Por lo tanto no existe tal mapeo T.
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TECOREMA. {( Teorema del punto fijo de Brouwer para el disco.)

. 2 2 .
i f:"——D" ez un mapeo continuo, entonces existe un punto
xeD? tal que f(x)=x.

Dem.: Supongamos f:D*—#D® es un mapeo continuo tal que
F(x)*x V xeb”

Definamos ahora ™:D*— D® como sigue: dado xeD®  sea

™ ({x) el punto donde el rayo dirigido
tx + (1-t)E) | t = 0}
de £(x) a x intersecta a $'. Lo gque hecesitamos para poder
determinar el punto de interseccidn es encontrar el valor de t
en la ecuacién:
ltx + (1-t)E(x) ] *=1 £

la cual se transforma facilmente a la exprefién:

S20x-E ) £ 0 2 Sa[x-£ 0 £ (0] -2 lx-£ G0 )2 (I GO JP-1)
t= .
2 |lx-£ (x) |2

Mediante una inspecci®n rapida observamos que t 2 {0

cuando el signo del radical es positivo. Entonces T(x) queda
definido como

r{x)=tx + (1-t)f(x)
donde

2G££+ _Sa[-£ 0 £ (0] -4 fIx-£ 0 [IF (£ 0 JP-1)

m
2 lix-£ () |*

Miag aun, T definida de esta forma resulta ser continua va
que x-f£(x)*0 por hipotesis. Pero T|gt es el mapeo identidad
en S y entonces T resulta ser una retraccién de p* en S' 1o
cual contradice a la proposicion anterior. Entonces si

f:0*—4D® es un mapeo continuc existe un punto xeD? tal que
L{x)=x.
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