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INTRODUCCION

El estudio de las ecuaciones diferenciales en el

superior del sistema educativo nacional se

nivel

inicia normalmente

después de concluir el ciclo Dbasico de cursos de Calculo

Diferencial e Integral. En una primera etapa se presentan los

temas relacionados con las ecuaciones diferenciales ordinarias,

es decir de una variable, lineales y por 1lo general hasta de

orden 2 y con coeficientes variables, limitandose el estudio a

los casos que tienen solucién analitica y eventualmente se

incluyen casos cuya solucidén implica métodos numéricos. En

las
siguientes etapas s8e 1incluyen las ecuaciones diferenciales
parciales de orden 2 y ademés lineales. El tratamiento de las

ecuaciones diferenciales no-lineales se presenta por 1lo general a
nivel de postgrado.

Las principales razones que Jjustificaron éste tipo de

dasarrollo son escencialmente de carédcter histérico debido a 1la

gran variedad de problemas que se presentan en otras Aareas del

conocimiento comoc son: Fisica, Quimica,

Biologia Yy las
Ingenierias. Por otro lado,

la no existencia d4de instrumentos que
permitan el empleo de métodos numéricos obligd a que el

estudio

de las ecuaciones diferenciales no-lineales se tratara
practicamente en el nivel de postgradeo.

El enorme avance tecnoldégico y reduccidn de costos logrado

en el desarrollo de las computadoras personales, permite hoy en

dia que los estudiantes del nivel medio superior y superior



tengan acceso a este tipo de dispositivos, motivando

por
consecuencia, el acceso a temas del proceso de
ensefianza-aprendizaje de las ciencias que anteriormente no se
podian cubrir. Esto trajo a su vez, como consecuencia, que se
desarrollaran nuevos métodos y técnicas didacticas, como lo es
el método de J. Ogborn para la solucién de problemas en las
ciencias naturales que normalmente requerian del uso de las
ecuaclones diferenciales.

El objetivoe oprincipal del presente trabaljo

mostrar la aplicabilidad del método de J. Ogborn en

de algunas ecuaciones diferenciales no-lineales de
en las ciencias naturales,

consiste en
la soclucidn

una wvariable

asi como su inclusién en el proceso de
enseffanza-aprendizaje.

En el capitulo I se presentan las socluciones

analiticas de
una ecuacidén diferencial lineal ordinaria de orden

2 qgue tiene
una amplia gama de aplicaciones y que a su

vez permite ser la
base de comparacidn entre las soluciones numericas y las exactas.

A continuacidén en el capitulo II se

analiza el método
Ogborn.

numérico propuesto por J.

La aplicacién del método de J. Ogborn para

resolver
ecuaciones diferenciales simples no-lineales asi como

el método
de ajuste para una solucidén en serie de potencias se encuentra en
el capitulo III.

En el capitulo IV se presentan las respectivas conclusiones
y comentarios.

Al final del capitulo IV se listan las
bibliograficas pertinentes.

referencias



CAPITULO 1

ECUACIONES DIFERENCIALES SIMPLES DE ORDEN DOS

Entendemos por "Ecuacidn Diferencial Simple de Orden- -Dos™ a

una ecuacién del siguiente tipo:

2
Ad f(t) + Bdf(t) + Cf(t) =0 (1.1)
dtz dat

af

ar denota la primera derivada

Donde A,B ¥y C son constantes,
2

b4 dfz la segunda derivada , cuya solucién general se obtisne
at
[REF. 1] probando con una solucidén de 1la forma f(t)=eﬂy Y
2
sustituyendo gg%gl = re™ y El----£££l-= rze“ 5 la ecuacidén se
at?
transforma en :
Arzert + Brert + Cert = 0
e
et [Ar® + Br + C)1 = 0

Como ert nunca se anula para valores reales y finitos de t,
es evidente que la UYnica manera de que &€sta funcidédn exponencial
pueda satisfacer la ecuacién diferencial, es eligiendo r, de tal
manera gue sea una raiz de la ecuacidn cuadratica:

Ar® + Br + C = 0 (1.2)

Esta ecuacidn es llamada ecuacidn auxiliar & caracteristica

de la ecuacién diferencial (1.1).



En la solucién de la ecuacion (1.2) se presentan tres

casos
distintos ( segun

la ecuacidédn auxiliar tenga ralces reales

distintas, raices reales iguales & raices complejas conjugadas).
CASO I .- Cuando las raices de 1la ecuaciédén auxiliar son
reales y distintas r = r

2 ° se obtienen dos
r ot

r ot
forma : f‘(t)z e? y fz(t)= e’ gue,

soluciones de la

como son linealmente

independientes, conducen a la solucidén general :

fi(t) = Cie_rt senh(ut+ C )

donde ¥y = B/2A y u = {rz-(C/A)}tlz, [REF. 2]. A continuacidén se
presenta una grafica de dos soluciones tipicas de este caso.

£FCtd

A=1.08
B=G.4
C=08.01

B=G.124

GRAFICA 1.1

- - 4 - -



CASO II .- Cuando las rafices de 1la ecuacidén auxiliar son
reales e iguales r=r,=1r , se encuentra que la solucidn

general es de la forma:
b o
f(t) = [C1 + Czt]e

donde C‘ y Cz son constantes. Una grafica tipica de este caso es

la siguiente :

f£fCt)

lﬁﬁlb
0
N & &

- ¥

GRAFICA 1.2

CASO III .- Cuando las rafices de 1la ecuacidn auxiliar son
comple jas de la forma : r.=a+ i vy r, = & = i3, con aa y 3

reales, la solucidn es :

£(t) = C1e(a+iﬁ)t + Cze(a—iﬁ)t



la cual se puede transformar a la siguiente forma :

£(t) C‘ e sen(u%t + Cz)

donde C1

y Cz son constantes, y = B/2A, y w = {(C/A)- ?}}‘/z

En la siguiente grafica se presenta una solucién tipica de
este caso.

£fit)

ol
<
T
a ¥

GRAFICA 1.3

I.a ecuacidn diferencial (1.1) tiene wuna gran cantidad de

aplicaciones en las ciencias naturales y en las ingenierfias, pues

est4 relacionada con problemas de movimientos oscilatorios, como

son los casos del movimiento arménico simple,
arménico amortiguado, el péndulo simple, de

el oscilador
torsién y fisico,



equilibrio, etc. Eastas

necesariamente,
lineal.

puntos de
implican
ambién sean de caracter

en torno a
que los

vipbraciones

aplicaciones de la
as fisicos planteados t

ecuacién

problem



CAPITULO 11

EL METODO NUMERICO

Como sSe menciond en 1la introduccidn, las ecuaciones

diferenciales ordinarjas fueron muy utilizadas en la solucldén de

problemas relacionados con modelos lineales, los cuales

carregpondieron a una primera aproximacidén de la gran variedad de
aplicaciones. El1 continuo avance de la ciencia alcanza hoy en dia

muchos casos que van mas allad de los modelos lineales.

Un eljemplo
representativo de

esta gsituacién Se

tiene en la
diferencial del siguiente tipo:

ecuacisdén

aA¥(t) + BIY(t)1® + cry(e)1¥ = o (2.1)
donde A, B y C s=son constantes reales, §

y N son constantes
positivas & cero,

Yy cada punto sobre la funcidén denota

el orden
de la derivada.

Una ecuacién de

éste tipo 1la
diferencial simple

denominaremos
()
no-lineal ™

"Ecuacidn

. Existen en la actualidad
métodos numéricos con los cuales se puede resolver esta ecuacion,
como por ejemplo el clasico metodo de Runge-Kutta [REF. 371
Dichos métodos son tema de ensefianza y aprendizaje posterior
los cursos formales de Calculo Diferencial e Integral a nivel de
facultad.

a

0
2 Es frecuente encontrar en la literatura la-

palabra "alineal"™
como sindnimo de

“no-lineal".

- -8 - -



En el

congreso internacional sobre el uso de las
microcomputadoras en la educacioén de las cliencias (REF. 41, J.
Ogborn propuso un método gue se

puede incluir desde

el nivel
medio superior del proceso educativo.

El método 1iterativo propuesto por Ogborn,

consiste en 1las
siguientes etapas:

l.- Con las condiciones iniciales Y(0), §(0) y t(0) se
calcula ?(0) de la ecuacidén (2.1).
2.- Dado un incremento At se calcula:
Y(t + At) = Yer) + Y(t) At
3.- Ahora se calcula:
Y(t + At) = Y(t) + Y(t + At) At
4.- Estos nuevos valores de Y vy f g8e toman como las nuevas

condiciones iniciales y se repite el proceso.

Este

metodo depende sensiblemente del
para At,

valor que se tome
por lo que se recomienda: primero resolver 1la

correspondiente al caso lineal, y obtener asf una estimacidn para
At, y segundo disminuir gradualmente este

valor, conforme se
aparte del caso lineal.

ecuacién

La verificacidén de este algoritmo se llevd a cabo

para el
caso del oscilador arménico

amortiguado, cuya ecuacidn
diferencial es de la forma:

MY(t) + BY(t) + KY(t) = O (2.2)
Las soluciones analiticas de (Z2.2) se analizaron en el
capitulc I.



Estas soluciones se compararon c<on las obtenidas empleando
el método de Ogborn para diferentes valores de AL, encontrandose
una excelente concordancia entre ambas para valores de
At ¢ 0.1 seg., especialmente en lo gque se refiere al calculo del
periodo, donde las diferencias relevantes entre la ‘solucién
analitica y la numérica se presentan solo en el primer cuarto de

ciclo, siendo del orden de : & % 0.004 seg.



CAPITULO 1II1

APLICACION DEL METODO DE J. OGBORN

3.1 APLICACION DEL METODO NUMERICO DE J. OGBORN.

En la ecuacién (2.1), el analisis del caso con S=0

Y N=1,
fué analizado por Rodriguez y Vallejo [Ref.S5].

En nuestro casc analizaremos una ecuaciédn diferencial simple
e
no-iineal del siguiente tipo"*

MY(t) + BY(t) + K(Y(tN)™ = 0 con N=0

Un primer anadlisis de este caso se da en 1la Ref. 6, de

donde se concluyd que la dependencia temporal de la frecuencia se

puede expresar por una serie de potencias del siguiente tipo:

F(t) = F EXP(Ct + CtZ + Ct? + ct* + ....) (3.1)
4] 41 2 8 &

donde Fo representa la frecuencia del oscilador arménico c¢lésico
(amortiguado y lineal). '

Utilizando el m&todo de Oghorn

se resolvi®d esta ecuacién
diferencial,

donde el periodo (intervalo de tiempo requerido para
efectuar una oscilacidén completa) se obtuvo

para diferentes
valores de K,

By N como se muestra en las siguientes graficas.

ey =
Esta ecuacidén es

conocida como la ecuacican del

oscilador
arm®nico amortiguado no-lineal en la fuerza restitutiva.

- - 11 - -
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3.2 DETERMINACION DE LOS COEFICIENTES DE LA ECUACION :

2 8 <
F(t) = FOEXP(Ctt + Czt + Cat + C‘t + .0s)

La determinacién

de los coeficientes se llevd a cabo de la

siguiente forma:

1.- Se tcma el logaritmo natural del periodo, resultando:

Ln(P) = a + bt + ctz - dts + et‘ +

2.- Se emplea el método de minimos cuadrades para ajustar

los coceficientes de la serie a los valores proporcionados por
método de Ogborn,

123.

el
lo cual se obtuvo utilizando el paquete LOTUS

En las siguientes graficas se muestra la mejoria de la curva

propuesta al incrementar el numero de componentes de la serie de

potencias para algunos valores de las constantes K, B y N, asit

como sus respectivos coeficientes de correlacidn.
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En las tres sigulentes gr&aficas se presenta 1la correlacidn

entre la solucién numérica y la obtenida con la me jor

aproximaclén segun varia K.

P = expla+bt+ct*2)
P (PERIODO EN 8EQ.)

$200
K=0.1
1000 | B=0.08
N=2
DEL=0.06
800 | CORR=0.999983

600 -

4007

200

1 4
0 50 100 160 200 250 a00 350
' t (TIEMPO EN BEG.)

— SOL. NUMERICA —+— SEGUNDA APROX.

| [ ] |

P = expla+bt+ct"2+dt"3)

? (PERIODO EN BEG.)
C Miles 2

1.5} K=0.5

B=0.05

N=2

DEL=0.06
CORR=0.990088

(4] 100 200 300 400 - 500
t (TIEMPO EN 8EG.)

— S80OL. NUMERICA —+— TERCERA APROX.
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P = explabtect"2+dt"3+0t"4)

P (PERIODO EN SEG.)

3000

2500

2000

1600

1000

500

o

{

L]

K=1

B8=0.08

Ne2

DEL=0.08
CORR=0.999988

t—3—4 1 L A

100 200 300 400 800 600
t {TIEMPO EN BEG.)

—— SOL. NUMERICA —+— CUARTA APROX.
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En las tres graficas siguientes se presenta 1la correlacién
entre la solucidén numérica y la obtenida con la mejor‘

aproximacién s=egun varlia B.

P = expla+btect"2+dt"3+et"4)
P (PERIODO EN 8EG.)

3000
K=1
2500} | B=0.05
N=2
DEL=0.05
2000 | CORR=0.909985
1600}
1000 |
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0 bt b 1 1 4
o 100 200 300 400 500 600

t (TIEMPO EN 8EQG.)
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P = exp{a+btect™2+dt"3)
P (PERIODO EN 8EG.)

1200
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1000 B=0.08
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800 CORR=0.9909978
600
400
200
o- i 1 - ] i
o 80 100 160 200 250 300

t (TIEMPO EN SEQ.)
—— SOL. NUMERICA —+— TERCERA APROX.
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P = expl(a+bt+ct~2+dt"3)
P {(PERIODO EN BEG.)

600 i
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En las tres gréficas =migulentes se presenta la correlacién
entre la solucién numérica y 1la obtenida con la me jor
,proximacién para N variando entre 0 y 1.

P = expla+bt+ct"2+dt"3+0t"4+11"5)
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En las tres graficas siguientes se presenta la correlacioén
entre la solucién numérica y 1la obtenida con la me Jor
aproximacién para N mayor que 1.

P = expl{a+bt+ct"2)
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P = exp(a*bt+ct™2+dt"3)
P (PERIODO EN 8EQ.)
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CAPITULO 1V

CONCLUSIONES Y COMENTARIOS

La descripcién de situaciones fisicas a traveés

lineales representa una primera aproximacién,
a los llamados casos ideales,

de modelos

la cual corresponde
como lo son el caso del
masa-resorte donde la constante del resorte y

se consideran constantes,

sistema

la masa del objeto
otra simplificacidén

se encuentra en el
caso de aproximar las fuerzas de arrastre a

simples fuerzas de
friccién o en el mejor de los casos a fuerzas proporcionales a la
primera potencia de la wvelocidad.

El principal argumento para no

incluir en el proceso de
ensefianza-aprendiza je

Situaciones m&s realistas, es que las

ecuaciones diferenciales que resultan son de caracter no-lineal y
éstas a sy vez no se cubren en las bases

matematicas del nivel
educativo superior.

Un ejemplo de éstas dificultades se presenta en la

ecuacion
diferencial de un

sistema masa—-resorte suljeto
restitutiva del tipo F = -kx'

a una fuerza

con N 2 0 y k constante, y a
fuerza de arrastre del tipo F = -~ ﬁvs

una
con S = O,

sistema para el
cual la correspondiente ecuacién diferencial es:

- Q—EL%l + B dx‘t’ + kIx(t)IN = 0
at



En el presente trabaljo se muestra claramente la
aplicabilidad del método de J. Ogborn en la solucidén de este tipo
de ecuaciones diferenciales no-lineales. La principal razén de
haber elegido este método radica en su sencillez algoritmica y en

la facilidad de emplear un lenguaje de alto nivel, en este caso
el BASIC.

Precisamente, hoy en dia a los estudiantes del nivel medio
superior (Preparatoria o Bachillerato) se les proporciona dentro
de su formacidn curricular cursos basicos de ciencias naturales y
del lenguaje BASIC, razdn por 1la cual queda Plenamente

Justificado el incluir modelos mas realistas en la ensefianza de
las ciencias.

Se debe mencionar en este punto, que el Unico requerimiento
necesario extra, es el de incluir dentro de 1los cursos de
computacidn el tema relacionado ¢on el manejo del pagquete LOTUS

123, lo cual no representa ninguna dificultad a este nivel.

Como se demostrd en el presente trabajo, la exactitud que se
alcanza con el método de Ogborn, permite wuna amplia gama de
aplicaciones en situaciones donde modelos lineales y no-lineales

(por ejemplo el caso del péndulo) normalmente sSe tratan con
ecuaciones diferenciales.

Otros aspectos de gran importancia en el proceso de

ensefanza-aprendizaje que se impulsarian mediante el empleo de

esta técnica, son los siguientes:

1) La interaccién maestro-alumno, debido a 1la enorme

variedad de situaciones que ameritan discusiones y asesorias.

2) La actualizacién y modernizacién de las técnicas vy
métodos del proceso de ensefianza-aprendizalje.



3) La (investigacién tanto tedrica
maestros y alumnos,

como exXperimental de
en los niveles medio superior y superior.

Finalmente, un objetivo que siempre estuvo

presente en el
desarrollo de esta tesis fué el de

considerarla como wuna base

para futuras investigaciones, lo cual queda firmemente

establecido por los sigulientes argumentos:

1) El algoritmo de Ogborn se puede modificar con el fin de
minimizar las diferencias entre métodos analiticos y numéricos.

2) La posibilidad de generar métodos

que incluyan
situaciones en dos y tres dimensiones.

3) La posibilidad de emplear a justes polinomiales.

Aunque se podrian enumerar mas argumentos,

consideramos que
estos son los mas relevantes.
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