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El tema de las ecuaciones en derivadas parciales es muy
amplio y se relaciona conAlmuchas ramas distintas de la
matematica, por esta razén nos hemos concentrado, casi por
entero, en las ecuacliones lineales de segundo orden del tipo
que aparecen en los problemas fisicos y de ingenieria mas
simples. Estas son  las llamadas ecuaciones de 1la fisica"
matematica entre las cuales estan, 1la ecuacién de ondas, la

ecuacion de conduccidén del calor. La ecuacidén de Laplace y la

ecuacién de Schrédinger.

Se d4 mayor eénfasis en los métodos de solucién de
separacién de variables y transformadas integrales, no se

intenta en absoluto entrar en los distintos métodos numéricos

de resolucién, a pesar de su importancia.
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ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

I.- INTRODUCCION

En el estudio de los fendmenos naturales las ecuaciones
diferenclales en derivadas parciales aparecen con tanta

frecuencia como las ordinarias.

Por regla general esto ocurre en casos en gque un suceso

viene descrito por una funcién de varias variables.

Del estudio de 1la naturaleza surgidé el tipo de
é&uaciones en derivados parclales, gque en momento presente
esta siendo investigado mas a fondo y que probablemente
es el miAs importante en la estructura general del saber

humano: las ecuaciones de la fisica-matematica.

COnéideramos en primer lugar oscilaciones en un medio

cualguiera.

En virtud de tales oscllaciones todo punto del medio,

que en equilibrio ocupa 1la posicién (X,y,%), se habra
desplazado al cabo de un tiempo t segin el vector -
(x,v,%,t2, que depende de la posicién inicial del punto

<'x,:y,z) y del tiempo t. En este caso el proceso en



cuestién estaria escrito por un campo vectorial. Pero es
facil ver que el conocimieto de este campo vectorial, esto
es, el campo de desplazamiento de los puntos del medio, no

es suficiente para una descripcién completa de la oscilacién.
También es necesario conocer, por ejemplo, la densidad b
Cx,y,2,t2 en cada punto del medio, la temperatura T
{x,v,% %) y la tensién interna, por ejemplo, la fuerza
ejercida que sobre un voldmen arbitrariamente elegido del

cuerpo ejerce el resto del mismo.

Los sucesos y procesos fisicos gue ocurren en el espacio
y eltiempo-siempre consisten en variaclones, a lo largo del

tiempo, de ciertas magnitudes fisicas relativas a 1los puntos

del espacio. Estas cantidades pueden ser descritas por
funciones de cuatro variables independientes, x,v % Y ¥
donde #,Y y ® son las coordenadas de un punto del espacio,

y t es el tiempo.

Las magnitudes fisicas pueden ser de diferentes clases.
Algunas estan completamente caracterizadas por sus valores
numéricos, como la temperatura, la densidad y algunas otras ¥y
se denominan escalares. Otras tienen direccién y son por 1lo
tanto magnitudes vectoriales como: velocidad, aceleracidn,

intensidad de un campo eléctrico etc.

Las magnitudes vectorliales se pueden expresar por 1la



longitud del vector y su direccién. En fisica-matematica

una magnitud escalar o un campo escalar se representa por una
funcién de 4 variables independientes, mientras gque una
magnitud vectorial definida sobre todo el espacio o, como
suele decirse, un campo vectorial esta descrito por 3
funciones de estas varliables. Podemos escribir tal magnitud
en la forma: U ¢(x,%,=%t> 6 en forma de 3 funciones
Ulo, v, % t2, WUCxy,=t2, Uxy, = t),donde Ux,Uy,Ux son las

proyecciones del vector sobre los ejes de coordenadas.

Ademas de las magn;tu@es vectoriales y escalares,aparecen
en fisica antes atGn mas complicados, como es, por ejemplo, 1la

expresion del estado de tensién de un cuerpo en un punto dado.

Tales magnitudes se llaman tensores; una vez fljada 1la
eleccion de los ejes de coordenadas, se pueden caracterizar

por un conjunto de funciones de las cuatro variables

independientes.

De esta forma, la descripcién de clases muy distintas de
fenémenos fisicos viene normaimente dada por medio de varias
funciones de varlas variables. Por supuesto, tal descripcién

no puede ser absolutamente exacta.

Por ejemplo, cuando describimos la densidad de un medio a

~N



traves de una funcién de cuatro variables independientes,
ignoramos el hecho de que en un punto concreto no podemos
tener densidad alguna. Los cuerpos estudiados tienen una

estructura molecular y las molsculas no estan contiquas sino

que existen distancias finitas entre una y otra

Las distancias entre 1las moléculas son en general
considerablemente mas dgrandes gque las dimensiones de 1las
mismas. Asi{, pues, la densidad es la razén de 1la masa
contenida en un peguefio volumen. La densidad en un punto
podemos definirla como el limite de tales razones paré
=irolufnenes decrecientes. Una simplificacién e idealizacién
aan mayores se introducen en ei concepto de temperatura de un
medio. La mayqr;a de las magnitudes estudiadas en 1l1la fisica

tienen exactamente en el mismo caraActer.

La fisica-matematica trabaja con magnitudes ideales,

considerando solamente los valores medios de estas magnitudes.

Tal ldealizacidén puede parecer algo burda, pero es muy
Gtil, ya que permite hacer un analisis de muchas materias
complicadas, en 1las cuales se considera solamente los

elementos escenciales y se omiten las caracteristicas

secundarias.



El objeto de la fisica-matematica es el estudio de 1las
relaciones que existen entre estos elementos idealizados; estas
relaciones se describen por medio de conjuntos de funciones de

varias variables independientes,



I1.- PRESENTACI®N ¥ PROPIEDADES,

Un ejemplo de una ecuacién lineal es de primer orden:

{lineal en z)

ax %

ox 2y

X

Ecuacién cuasi-Lineal

La solucién de la ecuacién es de la forma £ = {X,)?, lo
cual reduce 1la ecuacién a 1la 1identidad, 1la relacién

x,y,%=0 de la cual # es una funcién implicita de X y Y.

En el caso de las ecuacliones diferenciales parciales; 1la
solucién general implica funciones arbitrarias gque funciones
especificas; veamos el siguiente ejemplo:

o

= 0...(1l) lo satisface la expresién

2

ol

ox%

2= flx+ 29I.....(2)

De (1) Obtenemos:

ax afCos2y) k2D
—_— = —_— —_— = f'('x-l-Zy)
% dl oot 272 ax

.



% aflor2y> Xx+2yl az
= = 2f'Cot2yd = 2
3y ad (x+2yd oy ox

De (2) Llegamos a (1)

De (2) vemos que es la solucién mas general de (1); si

nosotros introducimos nuevas variables como

t =x+ 2y S =%

Se sigue que

o o% at oz s o% ox

ox - 8t " ox T “os “ox - 9t Tos

= 0% ot  ox as %

Sx —— e = 2
oy @t &y o oy at

=> (1) gque da simplemente

o%

ae

Cuando Z es considerada funcién de §# y t.

La solucién general de esta ecuacién es & = Jf(t) =
Sl x+8y? donde f es una funcién arbitaria de acuerdo a (2).
Nosotros vemos gue expresiones como # = x+gg41, 2 = SenCxs2y2,
z'= 4 Jx+r2y + Cos (x+2y); son soluciones particulares de 1la

ecuaclién diferencial parcial (1); se puede efectuar el caso
para ecuaciones diferenciales parciales de mayor orden.

?



Ecuacién Cuasi-Lineal de primer ordent

La mAs general ecuacidén diferencial parcial cuasi-lineal de

.primer orden se escribe de la siguiente manera:

o ox
FCx,y, 2 + G €, , D = RCX7R....... (3)
% oy
Donde 2 es 1la variable dependiente y X e Y son

variables independientes como F y & es independiente de 2y K

es una funcién lineal de & & sea:

X = K12 + k&2 entonces:

o ox
+ G,y — = Rlx, 90z + "2 C{x,92...(4)
oy

£ Cx,y2
%

Este es un caso especial

suponemos que la ecuacién U (x,v, &0 = ¢€..(5) define 1la

solucién de (3) de (5) determinamos Z como funcién de X e Y el

cual satisface (3); entonces por daiferenciacién parcial -

nosotros obtenemos 2 resultados

M o o= M o o%
+ = 0 s + =0
ox o= ax L o 3y
n 7] o
Donde las derivadas ” y de variables X e

g
2
3



Y y 2 es considerada independiente. Hasta agqui nosotros

podemos escribir:

o /% ox ou/ 3y
B o eree—— H ——— ™ e—
ax 2 wox ay ou/ ox

Donde por supuesto gue :: # 0; introducida es (3) la ecuacisén

que gobierna la funcién ¥ es obtenida de la forma:

Bo..uaoo (5)

De esta forma se tiene la ventaja de que 1las variables

%,%Y, Y % desempefian papeles simétricos, y podemos darle una

interpretacién geométrica a la écuaclén.

Notamos que (5) puede escribirse de la forma de producto

punto como:

(Fie +C + Rx) . Fum 0 couuee.(6)

Dado que W es el vector normal a la superficie «u=0; en
la ecuacién 6 el vector FQ + Gﬁ + ﬁg es perpendicular a 1lo

normal de la superficie en ese punto lde la superficie.

_-

+ & es
la

Notamos que cualquler punto del vector Fﬁ + Gﬁ

tangente a la curva de la integral de superficle u = @

cual pasa a traves del punto.



8i ?zés el vector de posicién de un punto de una curva
caracteristica y & representa la longitud de arco de 1la curva,

entonces el vector unitario tangente de larcurva en un punto

esta dado por:

dy . d«
3+
ds ds

dx . -
i + K
ds

&8 |

El requisito de este vector es que tiene la misma

direccién gque el vector Fi + & + &; sujeta a las

condiciones:

Fru—g—,-y G=u%—; R=u%....€r)

Donde % es una funcidén de X, Y y 2.

Estas ecuaciones pueden escribirse de la forma diferenclial

Y por 1lo tanto es equivalente & 2 ecuaciones
diferenciales ordinarias. Las soluciones de las ecuaclones

independientes implica que (&) se denote pol:

Ul Cx,y)*) = ci; Uzcx,y,#) = &2



Donde €1 y ¢2 son constantes independientes. Estas
ecuaciones representan 2 familias de superficlies; tal que 1la
superficie de la primera familia superficie Iintersecta a 1la

superficie de la segqunda familla.

Lo m&s conveniente es escribir la solucidén de la forma:

Uz o, 0, 2 = FLULx, v, 221

La solucién general de la ecuacién:

% ox -
F—E’W—*GW—R

Es la forma J':{lh,Uz) =0 & Uz= F(UD

Donde Us(2,y, %) = C y W(o,y,®) = & son soluciones de
cualquiera de las 2 independientes ecuaciones diferenciales

ordinarias, 1o cual implica las relaciones:

dx dy de
F & &
La interseccidén de las 2 superficles h =G y Uz = &2,

cuya curva caracteristica es tangente a cualquier punto en

la direccién radial (F, &, K,).

dax
Si por ejemplo K=0, = F = g?’ o gﬁ J implica que las 2

ecuaciones ¢dx = Fdy y dz=20

11



Ejemplos

% ax -
Tomemos la ecuacién X —z2— + ¥ ] ® CAD

La ecuacién asociado es la siguiente:

dx _ dy _ d=
% y [

Y las 2 soluciones son de la forma:

- x
X, e

entonces podemos escribir la solucidén general de la forma

KX, % o=0 6 2= xfc L

¢ en otras formas equivalentes como:

- [ ] = x ] = ....._.x__
s-yg(—%—), - w‘\‘.'y), - yGCy

— Condiciones Iniciales -

En el caso lineal; la ecuacion

Fo, y2-2%_ 4 @,y ‘;: = R, y0% + K€, 90 veen £

ya que F, & son independientes de £, la ecuacién gz = ﬁ

implica solo g, X e Y.

Si tenemos una solucién de la forma Uh(x,y) = G, acaso
resulta gue la expresién puede ponerse ”y* en términos de ¥ y

G

12



de _ Kig+ K2
dx &

Es una ecuacion diferencial ordinaria en #; la solucidn

a esta ecuacidén se descrlbe de la sigulente manera

Uz = 2, C1D + o2, Ca) = &2

S1 €1 es reemplazada equivalentemente en términos de X Y

¥, resulta la forma general
Uz = &, 90 + B, yd = &2

La solucién genéral de la ecuacién diferencial parciél

es Ue=fCthd) &

2= FLUCx, 21 - L£28% Y2

1
F1C 2, Yo 31K %, 2

entonces, la solucién general de la ecuacidén lineal de primer
orden la podemos escribir de la forma

2 = Salx, y2fl %2, y2] + %alx, vyl

donde %1, $z, % son funciones especificas y f es una funcién

arbiltraria.

13



Ejemplo: En este caso la ecuacién

oz or _ _
y—-a"&—'f'w——# 1

entonces la ecuacidén asociada es:

dx _ dy _ __d=

¥ x =1

la igualdad de los primeros 2 miembros esta dado por:

vdy - %dx =0 , ¥ -x =G

la igualdad del primer y tercer miembro da

= H

&1 = = x + Y
/ac+Cs x + /x + Cs

entonces, con U= P - oFf e Y Uz = (& - 12/ {x + 2,

la solucién general de la ecuacién es de la forma ¥z = f (U

2=Cotyd F <Y - X2 21

Ecuaciones 1lineales y Cuasilineales de Segundo Orden, con

coeficientes constantes; consideremos la ecuacisn de la forma

especlal.
’x L Ix Fx _
ax”* XSy L

donde &a,b,c son constantes.

Obtenemos la solucién general; asumiendo la solucidén Ade

la forma

14



= fCymn? saneae 1D

donde f es una funcién arbitraria 2 veces diferenciable y ® es

una constante entonces de (1) obtenemos las expresiones

Oz# 2 44 f# 114
— = R €yt oed —_— = Cyemoe)
"~ f < ! X3y wfCy

a3 FriCyrmon

P

e

introduciendo estos resultados en la ecuacién original tenemos
que:

o + dm+ € = 0; donderbtenemos‘ los valores
de m:?n y ®a2, entonces debido a 1la 1linealidad de la

ecuacién; tenemos gue (1) es de la forma:

2= flyrmod + gy+meal} lo cual es la solucidn

mAs general de la ecuacién.

Esto se puede aplicar de forma analoga; para obteber 1la
solucisén general de la ecuacidén lineal de orden N; vy si ®m se

repite r veces entonces 1la soluclién es de la forma:

Filyrmad + Kfz5yemond ¢ oe + K frlyimnd

En este momento podemos 1introducir 1la solucidn de
D'Alembert para una ecuacidén de onda; ya que tiene mucho en

comdn con lo gue hemos estado tratando.

15



- Solucién de D’alembert para la escuacidn de onda-

2
a?u.= o2 ' con o= T

at* 8" =

De la ecuacidén de onda

se puede encontrar mis rapidamente la solucién buscada, si se

transforma la ecuaci®n en una forma aproplada; introduciendo

nuevas variables independientes.
v=x+ at ! *= x - at

entonces % se transforma en una funcién de ¥ y =® Yy las
- derivadas contenidas en la ecuacién de onda pueden expresarse
en términos de las derivadas respecto a vy £, aplicando 1la

regla de la cadena tenemos que:

Ve = 1 ’ 2% = 1 entonces:
Ux = UWx + UsZx = UC1) + UsCl) = U + Ux
aplicando nuevamente la regla de la cadena obtenemos
U = Clv + Usdx = (v + UsovWx + v + UsO22x
Y como Vx =1 y Z2x =1 § 1la expresion se transforma en

Uxx = Doy ¢ 20ve + Use -~

Ahora hacemos lo mismo para obtenerx Uit entonces:
V=x+ at ! = x - at
Vt’-‘ﬁ J a=-4

16



=Pl ¢« Ut = IMaD + U(-a) = ol - Uzl
= allv-Uzlv = alUv=-UmivWr + ali-Uz]z22
= afiv=-UzdvCal + allv-Uz12{-a)

he = drzCva - 20z + Uz=)

h
the

Sustituyendo Uww y V.~ en la ecuacisn de onda se obtiene

_ %
Nz = 0v0== 0

Entonces podemos integrar con respecto a ®, encontrando

:: = Av) j con ALWD funcidn arbitraria de %

Integrando respecto a v se tiene

TR I.h(dem + p (K} con ¥ funcisn
arbitrarja de =z.

Puesto que la integral es una funcidén de 9v; supongamos que

@(v); la solucliédn de U es de la forma:

U=oXv + v
y como = x + at Y =%~ at

entonces sustituyendo tenemos:

/

o, t? = Covratl) + v{-atl 1eeaensee €12

Esto es lo que se conoce como solucién de D'Alembert para 1la
ecuacisén de onda. Las funciones @ y yw pueden determinarse a
partir de las condiciones iniclales. Se ilustra este hecho en

el caso de la velocidad inicial cero y una desviacién inicial

‘? 17



Derivando (1) obtenemos

_g'tu_ = m = ﬂﬂ'(ﬂd’t) ‘— Mw'fx—a.t.) ssssnsaeas (2.)

De €10 y €20 y 1las condiciones iniciales; se tiene

Kx,00 = oo + oo = olod
hix,00 = a’{x) - ay’'{xd) = 0

De la segunda ecuacisén se obtiene que @' = w'; entonces

w =@ + R y considerando esto y la primera ecuacién tenemos

que:

(- k

G+@+k=p & 20+ k = p > 2 = 2

con estas funclones (1) se transforma en: V///

U, t) = —3— [elxratd + pla-atdl

Este resultado esta de acuerdo con lo obtenido anteriormente;

debido a las condiciones frontera la funcidén e debe ser

impar y periodo 2¢.

i8



Clasificacion de ecuaciones

Algunas ecuaclones de las ma&s importantes en la £fisica,
en las que dGnicamente intervienen 2 variables independientes,
son casos especiales de la ecuaciédn homogénea lineal general

de segundo orden:
aUxx + 2 Uy + D Uyy + 2f Ux + 2g Uy + U = o

en donde a, A, &, f, § Yy @ tanto pueden ser constantes como

funciones en X e %. Por ejemplo, la ecuacién de ondas

U = -1 Ut cevesesslR)

1
<

se obtiene de (1) identificando la varliable 1independiente y

con la variable temporal t y eligiendo

a=1, h=o0, b=—é§,f-¢=e=o

vemos que la forma de (1) es parecida a la ecuacién general de
la cénica .

O“z"' M + bf"‘ afﬂ + gy + e =0 ---counon(S‘)

ip



Esta ecuacidén representa una elipse, parabola o
hipérbola, seguin los valores tomados por 1l1las constantes.
Usamos una clasificacién semejante para 1la ecuacidén en

derivédas parciales (1) entonces:

eliptico st ad - At >0
poradslico € ad - A2 =0
hiperdslico % ad - A ¢ o

entonces la ecuacién (2) es de tipo hiperrbélico puesto que
-1
ad - A2 = <o -
_ c®

81 tomamos la ecuacidén de Laplace de 2 varliables

Uxx + Uyy =0

observamos que & = 1, d =1, A = 9, J = € = e = o0

entonces como @b . A° = 1, ©, corresponde al tipo eliptico.
La ecuacién

Ut = K Uy

tenemos que a =1, A =9, b=o0, f=o, g=- § )y & = 03

entonces ad - A% = 0} corresponde al de tipo parabdlico.

20



Condiciones de contorno

La presentacién matematica de un fendmeno fisico
mediante una ecuacidén en derivadas parciales y un conjunto de
condiciones contorno esta bien planteado si verifica 2
condiciones. Primeramente, la solucién debe ser tnica, ya
gque nuestra experiencia de la naturaleza es que un conjunto
dado de circunstancias llevan a un resultado anico.
Después, la solucién obtenida deberid ser estable, o sea, que
un pequefo cambio en las condiciones de contorno produciran
_ un pequefio cambio en la solucién correspondiente, esto es
importante puesto que las cond{piones de contorno nos 1llegan

por experimentacidén, siempre existiran cliertos pequefios

errores de observacién de sus valores y tales errores no deben

producir grandes cambios en la solucidén.

Consideramos por ejemplo: La ecunoion de Laplace

Uxx + Uyy = 0 seoeensep?

con las condiciones contorno
U Cx, 00 = IOR T 2% =0 <o
'y n 2 Tny=° ssazaasaw

donde R es un parametro.

La solucién buscada es:

U, 90 = —— Sen nx Cosh T evavnsaronsesslOD



Sin embargo , cuando M +» ® la condicién de contorno converge a

Ucxod =0 , “g%’ym’° R

y éstas condiciones, junto con l1la ecuacién (4) implican, por
la serie de Taylor que ¥ (x,y) = 0. Ademas, cuando N + o, U
(x,Y) en 1la ecuacién (6) se hace infinitamente grande,
entonces el problema definido por (4) y (5) no esta bien
planteado y por lo tanto, no podemos asociarlo con hingﬂn

fenémeno fisico.

Extsten 7 tipos grinotpates de condictones de contorno
QUP ALAYreceén cOn una Jrecuencia en la desceripotomn de fensmenos

Jistecosy los ocwnles sonw

a) Las condiciones de Dirichlet, en las que U se especifica en
cada uno de los puntos de 1l1la frontera de una' region (por
ejemplo; la curva frontera de una regidén plana). El problema
gque consiste en resolver la ecuacidén de Laplace v’w = 0 en

el interior de una regién se llama problema de Dirichlet.

b Las condiciones de Neumann, en las que se prefijan 1los

valores de la derivada normal

dne
dn de la funciédn sobre

la frontera.



!
e
c) Las condiciones de Ca hy, Agui, s1 una de las

variables independientes es t (tiempo) y se han dado los
valores de ¥ y de Ut en la frontera t =0 (esto es, los
valores iniclales de U y de Ut), entonces las condiciones de

contorno son del tipo de Cauchy respecto de la variable ¢.



Analogias Fisicas

Al investigar fendémenos en distintas ramas de la fisica,
con frecuencia descubrimos caracteres comunes en éstos
fenémenos. Entonces, al plantear matem&ticamente el problema,

obtenemos las mismas ecuaclones , que describen diferentes

fenémenocs fisicos.

Un ejemplo sencillo puede ser el sigquiente; la ecuacién:

describe los diferentes procesos osclilatorios de los sistemas
mas sencillos; el péndulo matematico, las oscllaciones de un
peso bajo la accidén de la fuerza de elasticidad de un resorte,
las oscilaciones eléctricas de un circuito simplé con bobina y

condensador, etc.

La generalidad de las ecuaciones para distintos procesos
fisicos permite, en base al estudio de las propiedades de un
fendmeno, hacerx conclusiohes sobre las propliedades de otro

fenSmeno, menos estudiado.

Por ejemplo, el estudio de distintos fendmenos acasticos
puede ser muy simplificado mediante el estudio de slistemas

eléctricos semejantes.



La propagacién de 1las osclilaciones eléctricas en 1los

sistemas de constantes distribuidas se describe por las

ecuaciones telegraficas.

-Ix=0cVt + &V

} III..II.'..II...I(I)
-Vx=LIt + KI

donde &€, &, L, K son 1la capacidaq, la peérdida, 1la
inductancia y la resistencia distribuidas del sistema. Si se
pueden despreciar la resistencia y la pérdida de corriente, se

obtienen para V¥V e I 1las ecuaciones ondulatorias

Ve - LLVEt = o
T - LCItE = o

y las ecuaciones {12 toman la forma

- Ix = CVt

. 4 } .l..l'lll....(a)
- Vx = LIt

Al resolver el problema de la propagacién del sonido en una

direccidén, por ejemplo, al estudiar el movimiento del aire en

los tubos,

- Fx = oVt
4 } llllll...llltcg-)
- Vx Ft

T




donde V es la velocidad de las particulas que oscilan, &

la densidad, £ la presidén, y T=poy, el coeficiente de

elasticidad del aire.

La semejanza de 1las ecuaciones (23 y <37 permite
establecer una correspondencia entre las magnitudes acdsticas

y las eléctricas.

A la diferencia de potencial le corresponde 1la presidn,
la corriente, 1la velocidad de desplazamiento de las
particulas. La densidad, gque determina 1las propiedades

inexciales del _gas, corresponde-a la inductanclila del circuito
E

eléctrico, y la capacidad de este corresponde a r es

decir, a la magnitud inversa del coefliciente de elasticidad.

La misma correspondencia se puede estabiecer también
pattiendo de 1las expresiones de las energias cinética y

potencial para los sistemas eléctrico y acuastico.

El anadlogo mecanico de la ecuacién telegrafica es la
ecuacién de las oscilaciones longitudinales de una barra, la

cual, a semejanza con las ecuacliones (&), pueden escribirse de

la forma:

-Vx = Tt , - Tx = oVt
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donde T es la tensién de la barra, V 1la velocidad de 1los
puntos que vibran, p es la densidad y R, el coeficiente de

elasticidad de la barra.

Comparando esta ecuacidén con la (2>, podemos establecer
una analogia entre 1las magnitudes eléctricas y mecanlcas.
Asi, estableciendo una correspondencia entre 1la tensién
eléctrica y la tensién de 1la cuerda, 1la corriente y 1la
velocidad del movimiento de las particulas, se obtiene que 1la
magnitud inversa dél coeficiente de elasticidad corresponde a

la capacidad, y la densidad, a la inductancia.
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Problemas con valores en la frontera de Sturm - Liouville

Varios conjuntos ortogonales de funciones de importancia

se encuentran como soluciones de ecuaclones diferenciales de

segundo orden de la forma:

Loy €Y = qCody + AyCady = 0 uuua WO

Satisfaciendo las condlciones de la forma:

cuylad + cay Cad = 0
. e <KD
p1yXdd + p2y (2D = 0
. Aqui A es un parametro real y o, oz, 1, 3z son

constantes reales dadas de las cuales por lo menos una es

diferente de cero en cada condicién.

La ecuacién (X)) se conoce como ecuacién de sSturm -

Liouville; y la ecuacién de Legendre, la ecuaclén de Bessel y

otras importantes ecuaciones pueden escribirse en la forma

<R, Las condiciones {¥k> se refieren a 1los puntos

frontera del intérvalo {a,dl, y por lo tanto, se les da el

nombre de condiciones frontera. Una ecuacién diferencial,

Junto con condiciones a la frontera, constituye 1lo que se

conoce con el nombre problema de valor a la frontera; y el

gue nosotros consideramos se 1llama problema de Sturm -

Liouville.



Por supuesto que este problema tiene la solucién trivial
y=0 para cualquier valor del parametro A. Las soluciones
Y= 0 se llaman funciones caracteristicas o eigenfunciones
del problema y los valores de A para los cuales existen esas

soluciones se llaman valores caracteristicos o eigenvalores

del problema.

También introduciremos un operador diferencial 1lineal y

homogéneas L definido por

LIyl = = {plody' 1" + a0y

Antes de proceder a establecer algunas de las propiedades
de (B y (PR, es necesario deducir wuna identidad,

conocida como identidad de Lagrange , la cual es basica para
el estudio de 1los problemas lineales con valores en 1la
frontera. Sean ®x y @ funciones que tienen segundas

derivadas continuas sobre el intérvalo @ < ¥ < & entonces:

® b
S o Livdvdx =5 ( Cpu'l*v + quv 2 dx

Integrando dos veces por partes el primer término del

segundo miembro, tenemos:

b b b b
s LLvdvdam-gK o ko | XK adulan’ Coad | +8 C-u pu O +uguidx



b

b
= - K (WD - WOV 0T | 4 J' uLLvldx

a

De aqui, al transportar 1la integral del sggﬁento miembro,

tenemos

b b
I {Liviv - wlivizdx = - pladlw (adu(od - wWadv'Cadl I
=

La cual es la identidad de Lagrange.

Y si las funciones % y % satisfacen 1las condiciones

en la frontera, la identidad de Lagrange se reduce-a:

b
J' { LIdv = lRIAK = 0 evenveessse VRN

a

y utilizando la definicién de producto interno {4, 2 de 2
funclones de valores reales U,"» y sobre un intervalo dado

por ejemplo as x=<9d, tenemos que
b
Cuyvd = J OV I
- (- 8

En ésta notacién {RK) queda

CL[‘U-J) ”J - Cul Lf”l) = 0 se@ a8 akan cWJ
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Es importante saber que <{¥W/2 sigue siendo valida si « Yy %

son funciones de valores complejos.

Teorema (1)

Todos 1los eigenvalores del problema de Sturm - Liouville

[Xady Codd - @lody + ACady = 0 wass€1D
con las condiciones en la frontera

uylad + ozy €ad) = 0
M y‘ > wesvsance (.i.)
pudd + pay €8 = 0

Son reales. A menudo resulta conveniente introducir el

operador diferencial lineal y homogéneo L, definido por

Liyl = = {KLawdy*'d + qCo0Y seuseee3D

entonces la ecuacién diferencial puede escribirse como
uy]’ky{ﬂy seFe PR R G&ECBRRES cﬁ

Demostracidén:

Supongamos gque A es un eigenvalor (posiblemente

complejo) del problema (1), (&) y © es una eigenfuncién

correspondiente; posiblemente también de valores complejos.



Escribamos: A=+ y XK = IKxd + <V, donde
w, v, Kxd, V{x2 son reales. Entonces si hacemos U= @ y

también @ = a4

»(L{2], © =(0, LI 9]

Sin embargo sabemos que L [@ ] = A r ©, entonces la ecuacién

queda (A r @, @) = (8, A r Q)

desarrollados; y wutilizando 1la definicién del producto

interno; obtenemos

b
I AT (%) 0 (x) O (%) dx = F,@ (%) AT (%) © (%) dx
° -

como T (X) es real entonces tenemos que

(:\-—i) rr(x)é(x)a(x)dx=o
L+ 8

(A =-2X) rrm) (% (x) + V(%)) dx = 0
(- §

El integrando es no negativo y no identicamente nulo.

Como el integrando también es continuo, se deduce que 1la

integral es positiva.

Por lo tanto, el factor A - A = 8% debe ser cero. De

agui que A es real y el teorema gqueda demostrado.



Problema de Sturm - Liouville

Las funciones ortogonales aparecen en forma natural e
inevitable en muchos tipos de problemas tanto en las
matematicas puras como en las aplicadas. Su existencia en

algunos problemas de los considerados est4 garantizada por el
bello e importante teorema siguiente; que nos indica 1la

probabilidad de las eigenfunciones con respecto a 1la £funcidén

de peso y.

CTeorema) (2) Consiste en una ecuaclién diferencial de 1la

forma:
£ﬁfﬂﬁ5“€a91"- glody + MpKdy = 0

en {a,d] Junto con las condiciones a la frontera

cayad + cay*Cad = 0
PLCDdd + P2 €BD = 0

siendo M, gl ¥y x> continuas en [a,dl

Teoremas S8Si Ynl{aw y Ym{x) son eigenfunciones del problema

de Sturm - Liouville, correspondientes a los eigenvalores

distintos AN y Am respectivamente, entonces

b
I <R YnlxdYm{xddx = 0
a



Demostracién:

Por hipétesis: (KDYl - @lad¥nlxd + amplad¥n= 0 .,.{1D

(KRY 1Y - ladYm+ x®Ym = 0 ....C2)

multiplicando (1) por ¥l y (& por ¥nl{x) y restando

miembro a miembro 1las 2 ecuaciones: {12 Ym - {22¥n

YRIFy'md' = YRLFY'®I* + {An - A y¥n¥m = 0

Integrando toda la ecuacién respecto a X% de a -+ d

b . _ _
I AYREY I - YRLFYmd® + (AR = ARIPYRYRIAX ... K30

-3

Integrando por partes 1la primera integral

|
I YRLEY nd® dx tenemos W) = ¥m  dv = - CFym ddx

du = ¥ ndx » = m
b < 5 . b b . "
[ ymprwran = frmm |, - |, PY 0wk
entonces de (3J

b b L]
- FYmn | T O - A S_rYrK YR xddn

FYm¥™ n




Ahora bien Ym y ¥Yn no son solo soluciones de 1la
ecuacidén diferencial dada ya que para todos los valores de W

y mt satisfacen también a las condiciones de c¢ontorno

cau¥{al) = = ca¥'{ad y AV = - @RY{d) = 0

[RCBIYnCOIYREDI-FCad Ynlad Yol ad 1-L FC O Y b Ynl o -FCad YaC ad Yrlad ]

L -3
CAm = ATO J r Cod¥n Cad¥m Coddoe

a

S8acando el factor comun

FCOILYTEBIYIDD ~ YRDIYDI] - Kadl¥nlad¥a(ad - Yad¥nCad]
b
= CAm-MOI r Yn Ym dx

ahora introduciendo las condiciones de contorno tenemos:

F €020 Ymd) L2 yn €v2 > - yn €bO ¢- 51— ¥m <ol 2

b
KadlYmad -2 Ynladd-yradX(- 22 ¥aladl = Op-Am) [r Yn Ym dx

Se puede ver que el lado izguierdo es igual a cero =

Puesto que por hipétesis Am An eran 2 valores cualesquiera =»



AR - A= 0 entonces tenemos gque

b
Irc‘x) Yoew) Ynlwd dx = 0

Las funciones Yn (X) y Ym (X) son otorgonales a la funcién

de peso r (%) en [@,d] con 1o gque el teorema gqueda demostrado.

Teorema (3). -

Los eigenvalores del problema de Sturm-Liouville son
todos simples, es decir, a cada uno eigenvalor le corresponde
so0lo una eigenfunclién linealmente independiente. Adenmas,
los eigenvalores forman una sucesidén infinita y se pueden

ordenar de acuerdo con la magnitud creciente, de modo que

A1<k2<h(.o..< Aﬂ <ooooo

AdemAs, An + ® cuando M. » ® .

Consideramos ahora la cuestién de expresar una funcién
dada J como serie de eigenfunciones del problema
Sturm-Liouville. Supongamos que f satisface condiciones
apropiadas, puede desarrollarse en una serie infinita de

eigenfunciones del problema de Sturm-Liouville; entonces

tenemos que:

o
FC@-’EC‘HW(@ llllllllllll(VJ

n=4

as



donde on ¢x) satisfacen las ecuaciones de Sturm-Liouville y

también la condicién de ortonormalidad

¥ 1 8t M= am
IrCﬂmCﬂmCaﬂ dx = smm SFR = 4y ot m = wm

conocido como la delta de Kronecker. Donde las ¢m se

calculan:

C‘m=rrc:.vc.> JExD OmCod BnCxd dx = CF,rom0 , M= 2,8 veee s KR

Teorema C(4). -

Sean &1, @2, ...Z%n,.....las eigenfunciones normalizadas

del problema de Sturm-Lioville.

< b,

Sean f y f' seccionalmente continuas sobre a < X%

(V) con coeficientes {p dados por 1la

Entonces la serie

ecuacisén (V*) converge a [f (xt2 + f (x-21/2 en cada punto en

el intervalo ablierto @ < % < 9.
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Problemas Autgadjuntos

Los problemas con valores en la  frontera de
Sturm-Liouville tienen una gran importancia por si mismos,
pero también pueden concebirse como perteneciendo a una clase
mucho mas extensa de problemas que tienen muchas de las mismas
propiledades. Por ejemplo, existen muchas semejanzas entre

los problemas de Sturm- Liouville y el sistema élgebraico.
A x = \x,

donde la matriz 4 de m x m es simétrico real o hermitiana.
En cada cases, los eigenvalores son reales y las
eigenfunciones o0 elgenvectores forman un conjunto ortogonal.
Es mas, las eigenfunciones o eigenvectores pueden usarse como
la base para expresar una funcidén o vector, respectivamente,
escenclialmente arbitrarios, como una suma. La diferencia
mas lmportante es que una matriz solo tiene un numero finito
de eigenvalores y eligenvectores, mientras que el problema de
Sturm-Liouville tiene una infinidad. Resulta interesante y
tiene una importancia fundamental en matematicas, el gue estos
problemas aparentemente diferentes, qQue surgen de diferentes
maneras en realidad forman parte Ade una sola teoria
fundamental. Esta teoria por 1lo general se conoce como
teoria de los operadores lineales y es parte de 1los que se

llama analisis funcional.



I11.- EcuacioNEs HIPERBSLICAS

CFérmula de D' Alembert)

Haremos un estudio de un método para la determinacién de 1las
soluciones de los problemas de contorno para las ecuaciones de

tipo hiperbélico para el problema con condiciones 1iniciales
para la cuerda no acotada:

Utt=azb'xx=0 saseacsssssssosene &10
Kx,00 = oL
m€x,0)=v(x? sesesssentessnanseve SR

La ecuacidédn de las caracteristicas
- dx” = a’dt?

Se divide en 2
dx - adt = 0 dx + at =0

Integrando tenemos que

1 7 x+ at = ¢z

x - at
Introduciendo nuevas varlables, tenemos

= x+ at 2 . n=x-at

Entonces la ecuacién de las oscilaciones de la cuerda se
reduce a la forma

U-- oznlllltillI.l.llllllllll.lll csl)

Hallemos su integral; entonces cualqulier solucisén de (F) sera

de la forma

a8



UCe,nd = ,r;cn.)

donde f'(n) es cierta funcién de la variable n. Despueés
integramos esta igualdad con respecto a wn para ¥ fijas,
entonces

Ke,nd = [ fCnddn & fiCED = fiCED 4 f2nd wee €@

donde fi1 y fz son funciones de { y 7. De la misma forma,
para cualesguiera funciones fi y fz, derivable 2 veces, la

funcisén IX¥,n? determinada por (4) es solucién de la ecuacién

(3) ' -

Como cualquier solucién de 1la ecuacidén (F) puede ser
representada en la forma (4) escogiendo adecuadamente fi y fz,

la foérmula (4£) es la integral general de dicha ecuacidn,

entonces tenemos que:
Wx,t.)=f£(#+ at)"fxx-at-) Illu.ltlluqu)

gue es la integral general de la ecuacidén (1). Suponemos gue

la solucidén del problema considerado existe, entonces, ésta

se expresa mediante (&).

Determinemos las funciones fi1 y fz de modo que se cumplan las

condiciones iniclales.



U('x,o.) =f1€“}* fz('@-?p('x) sseaPEosaanEAS Cd‘)
Utfx, ol= ﬂ:fi’ (o) - nfz" (o) = 'ﬁ(ﬂ sseevsae CTJ
Integrando la segunda igualdad, tenemos

Ji$d ¢ fa = — & yWodda ¢+ ©

con Xo y @, constantes. Y como

Jild + fz{od = plod
FE®D - folod = L5 yCodda + o

xo

se halla que:

x s
fi€xd = L oo + L s Kaddo + £
2 z2a 2o 2

w , % o 0 (B
Jd = = Kad - ;:lfabw€a3da3 ol

Sustituyendo en (5) 1los vaores hallados de 1 y [fz, se

obtiene:
x+at x~at

U, t> = EXEAE) ¢ pCuald | 1 4 ;7 odda - £ yodda }
N %z

S

el t) (ad tJ e
XA + A 1
Kx,t)= § "'—2—'4 “-ﬁa)da lolcllil{w
Esta férmula es la llamada f&érmula de D'alembert, bajo

la hipétesis de la existencia de 1la solucién del problema

planteado. Esta foérmula demuestra la unicidad de 1la
soluci®n. '
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- Interpretacién fisica -

La funcién Kx,t2, determinada por 1la £férmula (9),

representa el proceso de la propagacién de 1la desviacidén y

veloclidades iniciales.

8i fijamos t = to, la funcidén Ixo;t) que da el proceso

del movimiento del punto Xo.

Supongamos gque un observador, que se hallaba en el punto X

= 0 en el momento t = 0, se mueve con velocidad a en el
sentido positivo. Intrbducimos un sistema de coordenadas
relacionado con el observador, haciendo % = x - at, t' = ¢,
En este sistema mévil de coordenadas, la funcién IKx,to =
J{x - at? se determinara mediante la férmula U=fCx'D, y

el observador vera todo el tiempo el mismo perfil que en el

momento inicial.

Por lo tanto, la funcién WKx,tl2 = fKx - atd en el

perfil invariable f{xX), que se desplaza hacia la derecha, con

velocidad & (onda gue se propaga).

La funcién f{x + at) representa, a una onda que se

desplaza hacia la izquierda con velocidad a. De esta manera,
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la solucién general de (p) para la cuerda infinita es 1la
superposicién de 2 ondas, Ji€x + atl? + f{x-at), una de
las cuales se desplaza hacia la derecha con velocidad a, y

la otra, hacia la izquierda con la misma velocidad. Ademas

Jilx + atd L KX + atd + W + at);
2

oo - atd = L1 olx - atd - Wx - atd;

2
1 X
donde W) = i I Woddo
a
Ho
Las rectas x at = cte y x4+ at = cte, son ‘las

caracteristicas de (1).

La funcién U = flx - atl se mantiene constante a lo

J<x

largo de la caracteristica X - at = ¢cte; la funcién U
+ at) es constante a lo largo de la caracterigtica X+ at
= cte.'

Suponemos que J{x) es diferente de cero solo en el
intérvalo Cou, %22, y es nula fuera de este intervalo.

Trazamos las caracteristicas X - at = a, X - at = 2= por

los puntos (x1,0) y (x2,0), Flig.
it .

L]
!

H

III I I
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Estas dividen al semiplano {(x,t » 02 en tres regliones,
I; 11, IIX. La funcion U = f{x - at) es distinta de cero

sélo en la regidén II, donde am € x - at < 22, las

caracteristicas x - at = x,

x-at = x= representan los frentes delantero y trasero de

la onda que se propaga hacia la derecha.

Ejemplo: Estudiemos la propagacioén de una desviacidén
inicial dada en forma de triaAngulo equilatero. Este perfil
inficial se puede obtener sl se tira de la cuerda en el medio

del segmento [, xzl.
t’_/\ /\x

N ®

t x | At =

a LN,

a— AN

En la figura se representan las posiciones sucesivas de 1la

cuerda a intérvalos de tiempo

xz - X1

8a

At =
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Se puede obtener una representacién grafica sobre el
caracter del proceso de propagacidén mediante el plano de fases
& K DN Trazamos las caracteristicas por 1los puntos
Hxl,02, &Kx2,00; estas dividiran el semiplano ( - < x <

w, t =2 0) en seis regiones; figura siguiente:

t
I I I
IV v :
ML X
X1 X
La desviacién Ux, t2 en cualguier punto ({x,t) se

da por:

Ui, 12 = -12— [ &Xx - at2 + o{x + atl]

Por esto las reglones I, III, V, 1la desvlacién es 1igual
a cero, ya que el triangulo caracteristico de cualgquier punto
de estas regiones no tiene puntos comunes con el segmento
{21,227, en el cual estian dadas las condiciones iniciales.
En la regisén II la solucién es la onda derecha ¥ = .gplx -
atldy en la IV, la onda izquierda U = .5 {x + atl; en la

regioén VI la solucién es la suma de la onda derecha y la onda

izquierda.
a3



Membrana vibrante CEcuacién bidimensional de ondas).

Consideramos el movimiento de una membrana tensa tal como 1la

de un tambor.
Hagamos las siguientes suposiciones:

1.~ La masa de la membrana por unidad de area es constante
(membrana homogénea).
La membrana es perfectamente flexible y de un espesor tal

que no ofrece resistencia a la flexidn .

2. - La membrana se encuentra tensa y fija a 1lo 1largo de

todo su perimetroen el plano X La tensién por unidad Ade

longitud T causada por la extensién de la membrana es la misma

en todos los puntos y en todas las direcciones y no cambia

durante el movimiento.

3.- La desviacion % (x,yt2 de 1la membrana durante el
mivimiento es pequefia comparada con el tamafio de la membrana

Y todos los angulos de inclinacidén son peqguefios.

Aungue estas condiciones no pueden encontrarse en 1la
practica, las vibraciones transvensales de pequefia amplitud de

una membrana fisica delgada satisfacen con mucha aproximacidn
estas suposicibnes.
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Para deducir 1la ecuacidn diferencial gue rige el
movimiento de la membrana considérense las fuerzas gque actdan
sobre una pequefia porcién de la membrana como se muestra en la
figura anterior. Como las desviaclones de la membrana y 1los
Angulos de inclinacién son peqgquefios, los lados de 1la porcién
son aproximadamente iguales a Ax y Ay. La tensién T es la
fuerza por unidad de longitud. Por lo tanto, las fuerzas que
actdgan sobre los lados de la porcion son'aproximadamente TAx
y TAy. Puesto que la membrana es perfectamente flexible,

estas fuerzas son tangentes a la membrana.
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Primero consideremos las componentes horizontales de las

fuerzas. Estas componentes horizontales se obtienen

multiplicando la fuerzas por los COSeTS son muy préximos a

1., De agui gque las componentes horizontales de las fuerzas en

lados opuestos son aproximadamente iguales. Por lo tanto, el

movimiento de las particulas de la membrana en 1la direccidn

horizontal sera despreciable. De esto se concluye que“ el

movimiento de 1la membrana en puede considerarse como

transversal, es decir, cada particula se mueve verticalmente.

Los componentes verticales de las fuerzas a lo largo de rectas
paralelas al plano YU son
TaySens Y -TaySens

Agqui se tiene un signo menos porque 1la fuerza de la

izquierda se encuentra dirigida haclia abajo. Debido a que los
adngulos son pequefios, pueden sustituirse sus seTWE por sus

tangentes. De donde, la resultante de esas 2 componentes

verticales es:

TaylSen - Senod = TayCtamp ~tancd
= TaylUxKxrax, 10 ~Uxlx, y222. .{12

donde los subindices X denotan las derivadas 1 y Y=z son

valores entre Y y Y + AY.
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Del mismo modo, 1la resultante de las componentes

verticales de las fuerzas gque actdan sobre los otros 2 1lados

de la porcidn es:

TAMM&;V*Ay) - M#&,y): ll.l'lll.llllll{i)

donde 2% y %2 son valores entre x Yy %X + Ax.

De acuerdo con la segunda ley de Newton, la suma de las
fuerzas dadas por (1) y (2) es igual a la masa PAA de 1la

porcién por la aceleracidén

2
oy, aguf p es la masa de la membrana por unidad de

’
at?
Area y AA X AxAy es el aArea de la porcisén. Asi

pAKAY 2:%- = TAYLUaCx + A%, D -~ Unlx,y2d] +
a
TMW#; y'f'AyJ = Mm; y)]

donde la derivada de la izquierda se evalda en algan punto

apropliado (X,Y) correspondiente a la porcidn. Dividiendo

entre pAxAy se llega a:

X*v_T [ UKmeax, yid-UnCor, 2D | UyCoe, yrayd-Upaz, 30
at? Fa) AX Ay

Si Ax y Ay se hacen tender a cero, entonces se obtiene:
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2 2
ai’ =cz( 00-} ozv) 4 Oz= T .-.---CS-)
at ox* ay” e

Esta ecuacidn se 1l1llama ecuacién bidimensional de onda.

También se podria escribir

Utt = czvzv.

SO



Método de Separacién de variables

El método de separacién de variables (también 1llamado de
Fourier) es uno de los métodos mas generalizados de resolucidén
de ecuaciones en derivadas parciales. Expondremos el método
para el problema sobre las oscilaciones de una cuerda fija en
sus extremos.

Estudiaremos la resolucidén del problema indicado con el mayor

detalle posible, de este modo, buscaremos la solucién de 1la

ecuacion:
2z
Uttt = o®Uxx o lo que es 1o mismo, e z = a* —gi%— eoe (1)
- at Ix

que satisface a 1las condiciones de frontera (contorno)
homogéneas

W0)t9=0) UctJt)'--olll'lll.lll.ll.ll.czp

y las condiciones iniclales

Kux, 00 = plod
Utx, 020 = y{xd

} S s8 s 0 QAR PFFAaTeEPRD ca‘p

La ecuacién (1) es lineal y homogénea; por esto 1la suma
de soluciones particulares es también solucidén de esta
ecuacién. 81 se tiene un ndmero de solucliones particulares
suficientemente grande, se puede probar, sumandolas con

ciertos coeficientes, hallar la solucién buscada.

S1



Plantearemos el problema auxiliar fundamental:

Hallar la solucién de la ecuaciédn.-

Utt = o Uxx

que no sea idénticamente nula, satisfaga a las condiciones de

frontera homogéneas

Xo,t>
e, tD

0

} LB BN B BN B BN BN BN BN BE BN BN BT BN BN BN BN BN DR BN BN BN B BN AN BRI ] c@
0

Yy se representa en forma del producto.

—vcx)t)=x€ﬁ TctplIIIIIIIIIIIIIIIIII‘IC&J

ponde T (x) es una forma s&lo de la variable x y T (t), es

una fucidén sélo de la variable t;

Poniendo la forma supuesta de la solucién de (&) en 1la

ecuacidén (1), se obtiene

X Ts= 21 ™ X y dividiendio entre XT,
a

%%3% _;tg%%lllllll.llllllllca‘p

Para que la funcién (5) en la ecuacién (1), 1la igualdad
(6) debe satifacerse idénticamente es decir para cualquier

valor de las variables independlientes o<{x{¢, t<o.
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El segundo miembro de la ecuacidén (6) es uan funcién sélo de
la varliable t, y el primero, solo de X. Fijando un valor de
ellos y variando el otro , se obtiene que ambos de la igualdad

(6) se mantienen constantes al varlar sus argumentos:

XY (ol _ 1 T#Ct) o
—x(.ﬂ -— az W""klllllllilllll{?p

donde A es una constante, el signo negativo es por comodidad;

de (7) se obtienen 1las ecuaciones diferencliales ordinarias

para la determinacién de las funciones X (2 gy T<to,

X#Cod> + A XCod =0 XCoD # 0 vvnnnnsannnaalB)
TCtD + A a” TCtD =0 , T CtD Z 0 vevannsnnneelP

Las condiciones de frontera (45 dan:

UCo,td = X (o2 T (2 = 0
UC,td = X2 Tt =0

De agqui se deduce que X(o2 = X{&2 = 0, de otro modo

serfaque TCt2 =0 vy Ulx,t2 =0; vy lo gque gueremos es

hallar la solucidén no trivial. Para la funcién 7T (t) no hay

ninguna condicién complementaria en el problema auxiliar

fundamental.
De este modo , con respecto al al determinacién da la

funcién X(2x) se obtiene el problema mas sencillo de 1los



valores propios: Hallar los wvalores del parametro A, para

los cuales existen soluclones no triviales del problema.-

X + 2 X=0

Xod = X2 =0

}lllllllll!lll Cll}

Asi como también hallar dichas solucliones. Tales valores
del paradmetro A se llaman valores propios, y las soluciones no
triviales que les corresponden, son funciones p:opias del

problema (11). Este problema es llamado de Sturm-Liouville.

Se consideran las posibilidades del parametro A que‘

son: -

A0, A=20, A, >0.

i.- Para A < 0; el problema no posee soluciones no

triviales.

La solucién general de (8) tiene la forma.-

rz+h =0 + las raices son r = il n

Las condiciones de f£rontera dan:

Xod =G + C2=C



X0 =Ce®  + Cz 0% =0} Ca={-%2
> C1= - C2 ¥ Ci Ce® - e =¢
Consideramos el caso de que o es real y positivo, de forma

que e®- % ¢,
Poxr esto Ci= O; Cz=0 10 que nos lleva a X (x)= &G
2.=- Para A = 0 tampoco hay soluciones no triviales; en
este caso la ecuacién (8) tiene 1la solucién general de 1la
forma.- '
=0 > X =Cix + <2

Conslderando las_fronteras tenemos:

C1 (0) + Cz = € ;
Ca (&) + Ca = & ; pero &a

X (o) =
X (&) =
por lo tanto X< =6
de 1la ecuacidén (8)

3.- Para A > 0; la solucién general

tiene la forma.-

X" (x) + A X (x) =0

X<Cxd =01 Cos { A % + [Da Send » x

—2
Considerando las condiciomes frontera tenemos que:

=5



X (0) = [ <
X (& =0l2 Sen N = ¢

S8i X {(x) no es idénticamente nulo; entonces 2 = € por

esto
N

Sen § AL = o] J x = <

Illlll-.clzg

donde Tt es un entero arbitrario; por lo tanto 1las soluciones

no triviales del problema (11) es posible sélo para valores

A= An = ( i? ke (237} estos valores propios

les corresponden las funciones propias; Xn {(x? = Dn S$en n;
%} :

con Dn constante arbitraria.

Escogiendo Dn igual a la unidad tenemos

xn (X) =Sen-7nn—x --colo-o-o-(14)

A estos mismos valores An les corresponden las soluclones

de la ecuacisén (9)

T Ct) + A a® T2 =¢C , T<CtD) = ¢

Tn('t)=d‘ncoi‘7ﬂ2¢1 3&‘““—5%“ afttlllllc:é‘p

Con An 7y Bn constantes arbitrarias.

Retomando el problema tenemos gque las funciones
U2y, D = XnCowd Trtd= Can Cos——F at

= Bn Sem7— atd Senj;— x (2162

7]



son soluciones particulares de la ecuacién (1) que satisfacen
a las condiciones frontera (4) gue se representanen forma de

producto (5) de 2 funciones.

Estas soluclones pueden satisfacer a las condicliones
iniciales (3) de nuestro problema inicial sélo para casos

particulares de las funciones iniciales o ¥ 200,

Debido a la linealidad y homogeneidad de la ecuacién (1),
es la suma de las soluciones particulares: (Si T y Uk son

soluciones

Kx t)-z—lhﬁx t)-zfﬂﬁpsTat + EnSen———ntJSe
’ =1 ? ™1 Crod
ssen I?

también satisface a esta ecuacién y a las condiciones de
frontera.

Las condiciones 1iniciales permiten determinar An y Fnu

K%, 00 = <) = F Unkx, 03 = T AnSen 2,
n=4

P eeaiC28
WCx, 00 = yCud = § —%"ik'x,o} = F —"" abnsen — 1P «

De la teoria de las series de Fourier se sabe gue una
funcién arbitraria continua a trozos 'y derivable a trozos
J€e?, en el intérvalo 0 < x < ¢, se desarrolla en serie de

Fourler:

o
f(x)=z:bn$en-7"—“x R £ .- °.
=1
7



S8i las funciones e{%d Y w< oo satisfacen a las

condiciones de desarrollo en Serle de Fourlier, entonces:

oK) = ZMprﬂ=Tf XroSen— Ly ,ie0 200
=1

WD = F ynsen"Rw ; vn = —2 st wrosen "R rdr ... C22d
=1
La comparacién de estas series con 1las férmulas Cz82

muestra que para que se cumplan las condicliones iniciales hay

que hacer que:

- - 2
An = pn &n e Y™
con lo cual se determina totalmente la funcidén {z72  que nos

da la solucién al problema propuesto.



Interpretacién de la solucidén:

La funcién Unfx,t) puede representarse de la forma:

Unlx, t2 = (AnCos—pat + pnSen-atlSen—«
= anC‘os'——ag‘t-r-ém.Se n——%,
donde on = IA% + B*n ;‘ ——“"—c—dén = — arctg B;n

Cada punto de la cuerda Xo efectda las oscilaciones arménicas
U0, t2 = anlos— ﬂ(t*ﬁh)ﬁ'n—T Xo
con amplitud —_

dn\SE‘TI——-- Ho

El movimiento de una cuerda de este tipo se denomina onda

estacionaria.
Los puntos ® =\ _t"ﬂ {m = 1; Rjyensas 'n—a..?, en los cuales
Sen—" o

y 2]

guedan inmSviles durante todo el proceso y se llaman nodos de

la onda estacionaria Un{x,tJ.

2m + I Xm

N = 0,1,2,---..--,1'!—13, en los

Los puntos X =
cuales

SO



Sén—%ﬁx = * 1, oscilan con la amplitud maxima on, y se llaman

vientres de la onda estaclonaria. El perfil de una onda

estacionaria es en todo momento una sinusoide:

UnCx, t2= Cn(tISen—F«, donde

CrCtd = cnCoswunlt+éndy Con = 17— ad

En el momento de tiempo %, en el cual <Coswnlt+énd = =* 1,
las desviaciones alcanzan sus valores maximos, y la velocidad

del movimiento es nula.

En los momentos de tiempo %, en los cuales <Coswun(t+én) = 0,
la desviacién es igual a cero, y la velocidad del movimiento
es maxima. Las frecuencias de las oscilaciones de todos 1los

puntos de la cuerda colnciden y son iguales a:
wn = _%2_ a
Las frecuencias wn se llaman frecuencias proplas de 1las

oscilaciones de 1a cuerda. Para las oscilaciones

transversales de la cuerda

donde 7T es la tensién y p es la densidad; por lo tanto:




Para calcular la energia de las oscilaciones transversales
de la cuerda tomamos la f£érmula siguliente que se deducira en

'el apéndice:

En = —— :L["(—;——)»«T(“")] dx =

F 4
= —a—z"-"- [ .r e nSen m{t-ﬁém&ﬂz"—“w

+ T¢ —"lo Cos Wl t—-sm0Cos” 1D o "'" IR ] dx =

b

2 2
o x £ [ ew*nsenfonct + @D ¢ T N CosPunCtesn) |

O

Si 4 2 ﬂ"n ¢ n <
[o ser'—5ratn = [ o 2 oan =
Utilizando la expresidn para on, wn, T = a?p, obtenemos:

2 2
gnz_&M;:m’an); con M = o es 1\a
4 4 masa de
la cuerda

Las oscilaciones de una cuerda son captadas generalmente
por el sonido que ¢ésta genera, se puede decir gue el sonido
de una cuerda es la superposicién de tonos simples, gque

corresponden a las ondas estaclionarlas, en las cuales se
descompone la oscilacién.



Esta descomposicidn del sonido en tonos simples no es una
operacioén de caracter solamente matematico. La obtencidén de
los tonos simples se puede efectuar por via experimental

mediante resonadores.

La altura del tono depende de 1la frecuencia de las
oscilaciones, la fuerza del tono se determina por su energia
Y, pbor consiguiente, por su amplitud. El tono mas bajo que

puede emitir una cuerda se determina por la frecuencia propia

mas baja
wa = —%?— T2, vy se 1lama tono principal de la cuerda. Los

demas tonos, que corresponden a frecuencias maltiplos de «wa,

se llaman armédnicos {sobretonos).

wi

Las férmulas w4 = ——%r ST -2 ¥ Te = —20_ = 22 d =T

que determinan 1la frecuencia y el periodo de la osicllacién
fundamental respectivamente, explican las siguientes leyes de

las oscilaciones de las cuerdas, gque fueron descublertas

empiricamente por Mersenne.



&

l.- Para las cuerdas de igual densidad e igual tensién, el

periodo de oscilaciones es proporcional a su longitud.

2.—- 81 1la longitud de la cuerda es fija, el periodo varia en
forma inversamente proporcional a 1la raiz cuadrada de 1la

tensidén.

3.- 81 1la longitud y la tensién estan fljas, el periodo varia

proporcionalmente a la raiz cuadrada de la densidad lineal de

la cuerda.

En el presente punto hemos considerado las ondas
estacionarias gque surgen en las oscilaciones de una cuerda

con extremos fijos.



IV.- EcuacioNes ELIPTICAS

(Transformadas integrales)

Se sabe gque a partir de 1la integral de Fourler del

coseno, el resultado de que bajo ciertas condiciones una
funcion Jf{x) se puede representar en 0 { X ¢ o, en la
forma:

s ¥
f(ﬂ = I A@ﬂm LI BN BN B NN NN BN BN U BN B B O B A CID
O

en la que,

n

s
0D = 2 If('x)Co.s‘hwdx CerrreneCRD
(o]

con una ligera variacién en la notacidén, escribiendo p en vez

de A y f(p) en vez de —%—rh(k), obtenemos

e = I:foDCospocdx e reeraenensCED

few = %I:?Cp.)(?os'poodp Cereenes C

La ecuacién {32 define la transformada coseno de Fourier,

<o, de J<x0; mientras que (g define 1la transformada

coseno de Fourler inversa, f<owd, de Fpo.

4



Podemos pasar, por consiguiente de JCad - J<P2
por medio de este par de transformaciones. Analogamente, la

integral de Fourier de Seno conduce al par:

ﬂm=]fﬂ@&MMx errereerees €80

few = 2 I?ﬁﬂ&mﬁp ceienes C8D

gue define la transformada seno de Fourler, Jf(g de Jf{x0 vy

su ilnversa.

Tanto {32 como (a0 son ejemplos particulares de la

transformacidén
b
FEpd =I FCORED, 838%  suveens  CPD

en la que J{p) se define como transformada integral de 1la
funcisén fCx) respecto de la funcién Xp,x), con a y >

constantes reales.



La funcién R p, o0 se llama nacleo de la

transformacién. Eligiendo formas particulares para & p, 2
y asignando valores en a y b, se obtienen distintas
transformaciones. Las transformaciones integrales son

particularmente importantes para 1la resolucién de ciertos
problemas en los que muchas veces es mas facil pasar a 1la
variable p, determinar fCp2 y usar la transformacién

inversa para recobrar la solucién del problema original.

La naturaleza de 1la transformada inversa depende
" intimamente del tipo particular de transformacién que se usa.
Las transformaciones seno y coseno de Fourlier, Las férmulas
de inversidén son relativamente simples, pero para otras

transformaciones, la férmula de inversién puede implicar una

técnlica de 1la teoria de variable compleja llamada
integracién sobre caminos. Una transformacién en 1la que
esto ocurre es 1la transformacidén de Laplace definida
haciendo a4 =0, ? = o y XKp, a0 = e % } entonces

tenemos que

7 <pd =If €D @ P* % trvnceneennseC8



Finalmente; se observa que la operaciéon de efectuar una
transformacién integral (7)), posee 1la propiedad de linealidad.
Si suponemos que I{} designa una operaci¢én de transformacién
integral de la funcién gue se halla en el interior de 1las

llaves, entonces:
b
I {fld} = F <0 =‘I J o) Rlp, o0 dx P K->

Si a,3 son constantes arbitrarias reales y g (x) es una

funcién arbjitraria para la que existe la transformada, tenemos

gue: : .-

Ifdfcx)}=d.f{f<ﬁ}} 7 -.--.-c-c-CZO.)
-3
ICafCod + 1 g CoO3 = J' Laflod + [EEHDT  KCP, 50K o v s 22D

- GI{fcm)} + ﬁf{etmp} --...-..--.CZZ)

‘Las ecuacliones (10) y (12) pueban que I {} es un

operador lineal.

-
Ahora el operador inverso I ({} que es tal gque,si

I{f('x?}=7CFD tssscsnes e {Isp

entonces
FC) = €T CL eevenrvenenene €280

o7



de (13) y (14) se tiene gque:
I IF Cp22 3 = FC  veavnvenseaCIsd

FCILF CP2 = £ € wevennenne 20D

_— - )
Los operadores I e I conmutan y tenmos que II =21 I =1, el
operador identidad, y tomando en cuenta la 1linealidad de [

tenemos gue

r’{df('xp} = ar’{f('x;} seresasasNEREN T CI?‘D

T CafCad + pgEad? + ol CfCad3 + ol CfCaD3 + AICEEXD «unee C28D

Un pequetio reswmen de algunas transformadas integrates y

sus formulas de rmversion.

a) Transformada de Laplace

P = 5D kD @7*P dx

rtrim
- f('ocJ=J 7 Cpd e*® dp
7= %00
donde » es mayor gue las partes _reales de todas las

singularidades de J (p)

b) Trasformada de Fourier del Seno y Coseno.

FCpd = 5% f (xd Sen px dx



f o = 2 52 F Cpd Sen xp dp 3 lo miswo para el cosemo.

11

c) Transformada de complejo de Fourierx

FCp = &% fFCd "7 dx

e fCod = 5T F Cpd %P dp
d) Transformada de Hankel

FCpd = 5C fCrd r Inpr2 dr

FCrd = 5T fCpd p Irpd dp

e) Transformada de Mellin
FCpd = 5% fCod 2P 'dx

rtio _
R fCo) = T Xt dp
¥y—Tw



La funcion error

Una de las funciones que intervienen en la resolucidn de
la ecuacién de la conduccién del calor por el método de 1la
transformada de Laplace es la funcién error, erfx, definida

por:

erfu = = r e " du
YX Jo

es de particular importancia e interviene en ciertos problemas
de valores de contorno en la forma erf (a/f vX 2, donde a es
una constante real, y su transformada de Laplace es 1la
siguilente: —

P s

Lierfla’/a v 23 = —

y el complemento de la funcidén error es

2
erfe x =1 - erfx = ———Js & du
4 4 vy = =
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Transformaciones de Seno y Coseno de Fourier

Las inversas de 1las transformadas seno Yy coseno de
Fourler vienen dadas por integrales reales, mientras que 1las
inversas de las transformaciones de Laplace precisan de una
integracidén en el plano complejo. Por esta razdén, a veces,
resulta ma&s conveniente utilizar las transformaciones seno Yy
coseno, si bien el gque se puedan aplicar o no depende de 1la
naturaleza de la ecuacién en derivadas parciaies y de las

condiciones contorno,

Suponemos que U x,t) es una funcién definida en o<k,

tl0.

Entonces la transformada seno de Fourier de Kux,tJ)

relativa a %, esta definida por:

ascp’tp=rfuct,@ “ﬂmdx IIIIIIIIIIICI)

Yy la tranformada inversa

2
n

U<x,td = s¥ Us Cp,t) Sem px A% ........(R)

De igual forma definimos 1la transformada coseno de
Fourler de X, t? relativa a & como:

Uc Cp,t> = J: Udx,t) Cos pxdx ........(F)
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Y transformada inversa

UCx,80 = —2— 5 Ue Cp,t) Cos L A% vvvnennn ()

La transformada seno de respecto de x esta dada por:

o
ax
. @ -

J-.W Sem px dx = [U Sen px ].— FI.UCw,tJ Cos dx sescasa K52

en el supuesto de que U {(x,t) » ¢ cuando % -+ o (ocurre en

algunos problemas fisicos)

entonces:

L+ o) - —

J.. :_:._Senmdx=‘ _FZ}G {P,t.} booolllllllcd‘p
De la misma forma obtenemos
IM Cos pwdx=F'a\S‘Cp,t)-U<O,t) l.llllllll{?)

Suponiendo que U Cx,t) » 0 com ¥ +»

Las transformadas de 1l1la derivada segunda se

obtienen similamente, entonces: 4

o0

I _;’.'_;_senmdx=_.pzzfs CP,t.)‘l‘pMOJP) o-olnlllllce)

J azu co,s‘mdx—_.;aua ijtp §§JH=O ...--.....Cp.)

?Z




donde también se supone gque —%%— -+ 0 cuando X » @

De agui vemos gue para usar estas transformaciones en la
resolucidén de una ecuacién en derivadas parciales de segundo

orden depende de 1las c¢ondiciones contorno, ya que en 1la
2

transformada seno de se requiere conocer ¥ (0,%t);, en la

%
X
3

trasformada Cosenw de se requiere conocer ( ) en Xx = 0.

ax
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Transformadas de Laplace de derivadas

e o] .
Lo =se ™ R agn=pef |+ psP e dn iiiiil2

—COJ-FFL{nyD} ..llllll.llicz-)

=-y('o.3+p$'('p) na---nn--nnc.(?)

donde ¥ o) es el valor de ¥ (X) en ¥ = 0, y hemos supuesto

—-—pPpX
gue ¥ eP* » 0, cuando % +» ® .

De 1la misma forma

[+1] .
L {g'%)z = 5% e"’“f—;fdx = gacz e P |_+p 5 ‘f—g% - " N >
Suponiendo que —g%%-e'px + 0, cuando X » ®

L{—"z—l-}=p’ycpp-pycop-y <ol

Asi obtenemos la forma general

L (-g%} =P YR - P ¥ 03 = P 0D — eyt COD
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Ecuacion de Laplace (1)

Una de 1las ecuaciones diferenciales parciales mas
importantes gue aparecen en matematicas aplicadas es 1la que

esta asociada con el nombre de Laplace!?
en 2 dimensiones

Um*”w=o ....l..'.l..'c:}

en 3 dimensiones

Um‘ﬁl’yy* Uﬂ'—'o l'llllllll‘lll(ﬂ

Por ejemplo, en un problema bidimensional de conduccién de

calor, la tempeiatura IXx,y7,t7 debe de satisfacer la ecuacién

diferencial ) o

az (Um-"t’w-)=m lllcllllollcsp

donde o° es la disipacién térmica. Si existe un estado
estable, U es solo una funcién de % y %, y la derivada
respecto del tiempo desaparece; en este caso, la ecuacién (3)
se reduce a la ecuacisén (1). En forma similar, para el
problema de conduccién de calor de estado estable en 3
dimensiones, 1la temperatura debe satlisfacer la forma

tridimensional de la ecuacién de Laplace.

Una ecuacién parecida, aunque no menos importante es la

ecuacidén de Poisson, un tanto mas general:

Uxx + Uyy + Uz = f Lx,9, 2
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Ecuacidn de Laplace (2)

Ahora vamos a relatar como surgié la ecuacién de Laplace

en la fisica-matematica. Su nacimiento se debe a un
desarrolle nada trivial de las 1ideas de las ciencias
naturales,. Un vuelco 1inesperado en el pensamiento de

Laplace predetermin® una serie de cbnsideraciones importantes
cuyas consecuencias fueron las ecuaciones de Maxwell para el
campo electromagnético y en la actualidad, las ecuaciones de

los campos relacionados con las particulas elementales.

Como se sabe, Kepler, al elaborar las observaciones de
Tycho Brahe sobre el movimiento de 1los planetas, eségblecié

las 3 leyes siguientes:

1) Cada plometa se wmueve a (o0 large de vma elipse en uno de

owyos fooos se encuwentra el Soli.

2) EL radio vector que va desde el sol Aasta el plancta

deseride areas rguales em iguales itntervalos de txempo.

3 Los owadrados de los txempos insumidos en dar wna vuelta
completa alrededor del ol SO, fLora =z planetas
cualesguiera, gopororonmales a los cudos de los semiejes

rayores de sus srdvtas,
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Mas adelante Newton hallsé, para ellas, una expresién mas

sencilla; es la llamada ley de la atraccién universal:

“Entre =2 cwerpos cualesguiera actua una fuerza  de
atraccisn, directamente Zroporctwonal a SUF wmsas e
rmersamente gproporoiomal al cuwadrade de la distancia entre

ellos”.

i



Ecuacidn de Laplace (3)

Las leyes de Kepler, la de Newton y 1la relacidn entre
ellas se estudian con detalles en el curso de mecanica. Es
asombroso, claro esta, cémo dos cuerpos que se encuentran a
una enorme distancla uno del otro pueden interactuar. Esta
interaccién a distancia siempre parecid sorprendente; el
intento de superarla, por lo visto, fué 1lo gue condujo a

Laplace a 1la siguilente interpretacidén.

La presencia de un cuerpo gque atrae, 1implica que
aparezca en todo el espacio cierta substancla cuya 1intensidad

U en el punto {%,%,% se calcula segan la férmula

M

r e
U %x-m% CY-Yoo?s C2-200%

Agui 7 es una constante; Xo,Y0,Z20 son las coordenadas
del cuerpo que ejerce la atraccién; y M es su masa. Para
calcular las componentes Fx,fYy,Fz2 de la fuerza de atraccién
gque actda sobre un cuerpo de masa igual a la unidad, ubicado

en el punto de coordenadas %,%;%, hay que poner

- _ou = 9 - U

Como se sabe, la funcién ¥ se denomina potencial del

campo vectorial {Fx, Fy, Fa3.
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En el caso en gue haya varios cuerpos gque atrigan (y
suponiendo gque el cuerpo de masa M se encuentre en el punto
(i) iy #i2)e se puede calcular la fuerza por las mismas

férmulas si se toma como potencial la funcién

M

U= r ¢ ,
i ﬂ/x-xuﬁ CY-YiO2s c2-20%

7O



Ecuaciédn de Laplace (4)

Laplace propuso utilizar para el estudio de la
gravitacién no 1la propia funcidédn au, sino la ecuacién
diferencial gque ésta satisface. Dicha ecuacisén puede

obtenerse como sigue.

Consideramos, primeramente, s0lo un sumando en la

férmula de funcis U,

Mi
Ui = r r 2 2 z
XX+ CY-YO "+ (2-2i0
Y calculamos sus derivados. Para simplificar 1la escritura.

denotaremos la distancia entre los puntos (X, ¥, & y X, yi, &2

por:

r = »éx-xoﬁ CY-YO2s c¢2-20°

Y observamos gque

X-Xi
ar _ X-Xi

% AR xore CY-vots czz? T




De esta forma, las derivadas primeras seran

i _ X-Xi e _ Y-Y¢
—_—= -y M e J _W— - ?}, T —i
i _ . Z~Zi
o R

T

[ 8



Ecuacién de Laplace (5D

vamos & derivarlas de nuevo:

UL 1 Co-26eD”
T M - + g XX
ax” r? r>

4 F 4
SN S S « = TE L
3y r r

UL 1 Cmtd?
T M - + g SR
oz’ r? r°

Sumando estas 3 derivadas parclales, obtenemos:

2
a’in . d"l;u. s 22U
X oy az

Es evidente que esto mas la relacién ¥ = ¥ Ui implican
A

igualdad

F
o‘U¢+¢i’tzJ¢+au¢=o 6 VU = o

x> ay oz2

Lo cual se denomina precisamente ecuacién de Laplace.

la



Ecuacidn de Laplace (6

La extensién hacia el potencial y fuerza debidas a una
distribucidén continua de masa es casi directa. Si una masa
de densidad p <Z,n,{) se encuentra distribuida en toda regién
K en el espacio, entonces el potencial correspondiente en un

punto que no se encuentra ocupado por la masa se define como:

U('x,y,,ﬁ}=x-f£f—;Ld§ dnd( K2 o lnll-ll{@

Debido a que —%r-(r>o) es una solucisdn de (2), es decir
Yz (=) = o Y £ no depende de X,¥,® se obtiene

v’U=x.r}fi.rpvz (—i—-)dl.’dndt

es decir el potencial gravitaclonal definido por (4) sarisface
la ecuacidén de Laplace en cualguier punto gue no se encuentra
ocupado por 1la materia. En electrostatica, la fuerza
eléctrica de atraccién o repulsidén entre particulas cargadas
esta regida por la ley de Coulomb gque tiene 1l1la misma forma
matematica de la ley de la gravitacidn de Newton. De este
hecho se sigue gue el campo creado por una distribucién de
cargas eléctricas puede describirse matemAticamente por una
funcion de potencial que satisface la ecuacién de Laplace en.

cualgulier punto no ocupado por las cargas.



Ecuacidén de Laplace (7)

Puesto que no hay dependencia repecto del tiempo, en
algunos de 1los problemas como la conducci®n del calor;
potenclales etc; entonces no hay condiciones 1iniciales que
deban ser satisfechas por la ecuacién (1) & (2). -Sin
embargo; deben satisfacer ciertas condiciones en la £frontera,
sobre la superficie o curva limitante de 1la fegién en la cual
la ecuacidén diferencial debe resolverse. Como 1la ecuacidén
Laplace es de segundo orden, seria plausible esperar gue se
requie;en 2 condiciones en 1la frontera para determinar
completamente la solucidn. Sin embérgo éste no es el caso.
Por ejemplo en él problema de conduccién de calor para 1la
barra finita, es necesario preescribir una condicién en cada
extremo de la barra, es decir, una condicién en cada punto de
la £frontera. 7 Generalizando esta observacién hacia
problemas multidimensionales, resulta entonces natural
preescribir una condicién sobre la funcisn U, en cada punto de
la frontera de la regién en la gque se busca una solucidén de la
ecuacisn (1) o (2). La condicién en la frontera wmds comdn
aparece cuando el valor de U se especifica en cada punto
frontera; en términos del problema de condicién de calor, esto
coxrresponde a preescribir la temperatura en la frontera. En
algunos problemas, por el contrario, se especifica el valor de
la derivada razén de cambio de & en la direccién normal a 1la

frontera; 1l1la condicidn sobre 1la frontera de un cuerpo

a4



térmicamente aislado, por ejemplo, es de este tipo.

Es muy posible gque aparezcan condiciones mas complicadas en la
frontera; por ejemplo, podria preescribirse ¥ sobre una parte
de la frontera y especificarse su derivada normal sobre el
resto. El problema de encontrar una solucién de 1la
ecuacién de Laplace, gue tome valores dados sobre la frontera,

se conoce com problema de Dirichlet.



Ecuacién de Laplace (8)

En contraste sl se preescriben ios valores de 1la
derivada normal sobre la frontera, el problema se conoce como
problema de Neumann. Los problemas de Dirichlet y Neumann
también se conocen como primero y segundo problema con valores

en la frontera de la teoria del potencial, respectivamente.

En ocasiones al resolver 1la ecuacién de Laplace con

valores en 1la frontera al gque hacerlo sobre diferentes

superflcies. Entonces es necesario introduclir coordenadas
en el espaclo de modo gue esas superficies puedan
representarse en una forma sencilla. Esto requlere 1la

transformacién del laplaciano en otros sistemas coordenados.

Por ejemplo .- en coordenadas cilindricas

2__ 2
r x =y e=arctam—%—, PP
2 - 2
tenemos gque: v u = gu 1 qu 1 & u ;2 u
ar? r o r2 ae® a3z
También en coordenadas esféricas (r,e,0) ' que se

relacionan con las coordenadas Carteslanas

X=rdlose Sem@ , Y =r Seno Semo , Z =r Cos O
entonces
2 -1 a 2 1 au 1 &
= [ oo <552 + gop (om0 i ]

8c



Ecuacidn de Laplace (8)

Problema de Dirichlet para el rectangulo

Se considera el problema de encontrar la funcién ¥ que

satisfaga la ecuacidén de Laplace
z
U + Uyy = 0 & v Ul =0

en el rectangulo o<x<a, o<y<b, y que también satisfaga 1las

condiciones frontera

U<lx02 =0 , Wx,d2 =0
..IIOIIIIC5D

i’._f Co,v2 =0 , Wa,y?2 = fKy2 , o<y =<2?d
donde f-es una funcién dada sobre 0 < ¥y < 3
Udx,d2 =0
Ko, ¥d = o 9P w=0 Wa,yd = fCyd
U{x,00 = 0

Para resolver éste problema, deseamos construir un
conjunto fundamental de soluclones que sarisfagan la ecuacién
diferencial parcial y las condiciones homogéneas en la

frontera. Supongamos que:

U(x,y)-‘-‘XCOQ chp llIllllllllllllcd‘J

sustituyendo la ecuacién de Laplace

z
&x , ,d Y _

do® &

Y 0 y multiplicando por ——%Y—
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Ecuacidn de Laplace (10D

Tenemos gque:

1 &x __ 1 &Y " X __ ¥ _.,
X Foc? Y y” X Y
donde o es la constante de separacidén. Asi obtenemos las 2

ecuaciones las 2 ecuaclones diferenciales oidinarias

X”—‘o'.x=0.-.-.f?‘) y”'ﬁo’y=0-l--|lncgp

Ahora, escogemos las condiciones homogéneas en los extremos

encontramos que

X® (oo S wais 8w CEY

]
o

K%{OJ=O , y{bp-—-o Ill.llllllllczop

Entonces resolviendo para (8) ¢ X{vy2 sujeto a las

e

condiciones frontera €102 con ¢ > 0 , o A2, x>0

Y {y? = Los\y + ESemy
Y <07 A=0
Y Cy2 = Béem\y
Y <52 = Bsem\db = 0 - A =T ) TR, T ke

A=—8‘Tu—r—— S o"-'{_w';r')z [ Cll)

Las soluciones correspondientes son proporcionales a
$endTZ¥> o sea  YnCy) = BnSen -~ ¥



Ecuacidn de Laplace (C11)

Ahora sustituyendo (112 en {77 tenemos gque
X -< ng 22X = 0 entonces
nr nrw
—x -—p X
X(x) = Ae b= 4 ce
X(0) = A+ C =0 entonces &= -4

Xod = AC @

Entonces: . : .

xmm=mm%‘"—x

Asi finalmente obtenemos las soluciones fundamentales

UnCox, y) = Serh T3= Sen TZ¥ ;' m=q,2e.. 20 C12D

Estas solucliones satisfacen la ecuaclén diferencial de

Laplace y todas las condiciones homogéneas en 1la frontera,

para cada valor de T.

Para satisfacer 1la condicién no homogénea en la frontera
restante, en ¥%¥~&, supongamos, como es costumbre, gue podemos

representar la solucion WKx,y2? de la siquiente forma:



(v s ] an
W, y? = § CnUnoe,y> = £ OnSenh T= Sen T av. €132
™= =1 :

los coeficientes <¢n se determinan por la condicién frontera

[¢]
UCG, yp = E onsSenh 'r“ Semn T- = f{yp Junea <140
=1 :
Por lo tanto, 1las contidades Chﬁbﬂh(—a—- deben ser los

coeficientes en la serie senoidal de Fourier de periodo 2%

para f, y estan dados por

)
onserh T2 = _ | peydsen M dy ... CasD



Problema de Dirichlet para un circulo <122

Considere el problema al resolver 1la ecuacidén de
Laplace en la regién circular r<a, sujeta a la condicidn

frontera UCG,G)=)'C63 T PpEI R I TSSO RN RO RSN RRNODPORERNTODE {282

donde f es una funcién dada, sobre 0 < e < 2n. En

coordenadas polares, la ecuacién de Laplace toma la forma

1 1
Urr + — U + 124 = 0 .seasnns Ca7d
r rz ©°

‘Para completar el énunciado del problena, notamos gque, para

que Kr,e2 sea unliforme, es necesario gue 4 sea
periddica en © con periodo 2n. Adenmas Kr,er debe ser
finita en cada punto para el cual r = a, ya gque esta

resultara importante posteriormente.

Para aplicar el método de separacidn de variables a este

problema, supondremos que



UC?‘,G.)=ECTJG{GJ srEspEREEaRETEEERATS C!.Q.D

Se sustituye por ¥ en {177 1lo cual da

Klle + X F'eo 1 Reli= 0 o bien

T T

i1 1 1%

r —§—+r——5—=— : = o cass Ca 00

donde ¢ es la constante de separacién.



Ecuacién de Laplace (13)

Asi, obtenemos las 2 ecuaciones diferenciales ordinarias

1‘251‘-? rﬁ‘- aﬁ=0 sserFsmRuasuEen CRO.)
011 + o® = 0 sasessssNarssaseea Cﬁ.)
En este problema no hay c¢ondiciones homog®neas en la

frontera; sin embargo, recuerde que las soluciones deben ser
acotadas y también periddicas en ©, con periodo 2wm. Se

consideran las 3 posibilidades o > 0, o =0, o < 0

Si o< 0, sea o =-A%, donde A > 0. Entonces {21) queda
e'* - 2%s =0 s Por consecuencia,
ol = Cﬁﬂke + Cze-ke s rasnen (22)
de donde, &Sl puede ser perisddica ss&lo si c1=02=0,

entonces o no es negativa,.

Si o=0, entonces la ec.{2:? gqueda e't= 0, por lo tanto,

&Kol = &1 + Czo T & < %4
para que &{o) sea periéddica debemos tener ¢z = 0, de modo

que &e) sea constante. Ademas, para o¢=0, la ec. ¢=o)

queda

rzR11 +r&1=0 T @ g8 sd AN RS ATT RO cw
Ecuacién del tipo de Euler con solucidn

Kr) = Xs + Kzlrer D <«



Ecuacidén de Laplace (14D

El término logaritmico no puede ser aceptado, si U(r,e2 debe

permanecer finita cuando r+ o; de donde, Kz = 0. Asi,
correspondiendo a o = 0, obtenemos la solucidn
U' CT',63=1 [ I NN BN BN NN BN BN B B BN BN BN BN B BN A | Cadip
8i o » @, hacemos o = A% donde A > 0. Entonces (20) y (21)
quedan:
rzﬁﬂ+r‘ﬁ-kzm=o .lll.llll.lllllcz?-.)
0”+Aze=0 l.llllllll.lllll(ggp

La ecuacidén (27) es de tipo Euler y tiene la solucién

E-r}=x1r’\+xzr—k llllllll!lltlltc—z&)
Yy la ecuacidén (28) tiene la solucién

G(G)=C45ﬂn?\e+C2COS‘7\e .--...-----(5‘0)

Para que (30) sea periddica, con periodo 2m, es necesario que
A sea un enterio positivo n. Con A= se deduce gue debe

descotarse la solucidn r en (29), ya gque se vuelve no acotada

cuando r -+ 0. Como consecuencia, K2 = 0 y 1las soluciones

apropladas de (17) son:

Ulr,ed = r"Cos mo § Vikr,0) = r'Semne ; M =1,2;.0  «ua.C32)
Estas soluciones, junto con Ue.(r,®) = 1, forman un

conjunto de soluciones fundamentales para el presente

problema.



Ecuacidn de Laplace (15D

Ahora suponemos que {! puede expresarse como una combinacién

lineal de las solucliones fundamentales; es decir,

c m
Ka,od = 2° + T rXonCose + KnSemned
=1

La condicién en la frontera {147 entonces requiere que

a
Ka,0> = 24 p o™ cOnCosn + KnSemmed = fCod.. (gm0
T—1

para 0 = e < 2n. La Euncidén f. puvede extenderse fuera de
este intervalo, de modo gue sea periddica de periodo 2n, vy,
por tanto, tener una serie de Fourier de 1la forma {azl.
Puesto gque la funcién extendida tiene periodo 2n, podemos
calcular sus coeficientes de Fourier, integrando sobre
cualquier periodo de 1la funcidn. En particular, es

conveniente usar el intervalo original ¢0,2r2; entonces,

27T
d-non + '—l'—' I - f(e}com’ N=0,1, 2,4« a s ocap

T

n 1 zn
afn + L [ fcedsemmeds, m=0,1,2,.. ...C380

T Lo

Eligiendo estos coeficientes, 1la ecuacién (z2d representa

la solucién del problema con valores en la frontera de las

ecuaciones (xd2 y <(z72.



V.- EcuacionNEs PARABOLICAS

METODO DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Encontrar una solucién de la ecuacidén de conduccidén del

calor (solucién acotada)

¥w _ 1 2=u _
axz —TT_C@O’ t}a) " &9 28 8 8BRS CI)

con ¥ <o,t2 =0 y U Cth) = Vo, Uo es una constanté.

Si tomamos la transformada de Laplace de (1) respecto a

t, tenemos gue:

—g—z——ucx,PJ-’—}t— [P?ﬂfﬂ,p)—‘l&f#,o)] ’ .l-llllczp

do®
= £ uve¢
_T x,P) Illl.l.lllllll{S)
porque wWx,02 =0
entonces:

0o A =4I —x— } entonces

1/ 2 1/2
Ko, po = AT R | g pR L e



con 4 y & constantes de integracidén. Puesto gue nos
piden una solucién acotada ux,t2 debemos 1imponer también
que Xx,£) sea acotada. Entonces es necesario hacer 4 = 0,

y como K0,t) = U, tenemos;

Dco,p2 = | vee™ P at = g° cere €D

La solucién () toma la forma de:

1/2
u{x,p)=—‘% o~k ceriees 8D
utilizando el resultado de la funcidn error, y un pequeffo
camblio de notacidén podemos encontrar 1la transformada

inversa con respecto a @ de (&0

il e —Cxlx .)‘l F
U, y2 = Ul ™ { y }
= Ueerfe ( = )

= XKt




Integral de Fourier

Las propiedades de 1las series de Fourier, permiten
efectuar un desarrollo en serie de cualquier funcién periddica
gque satisfaga las condiciones de Dirichlet y determinar el
comportamiento de numerosos sistemas electricos y mecanicos,
bajo la accién de una perturbacién cualguiera de tipo
periéddico. Pero en muchos casos la fuerza o tensién aplicada
a un sistema no es perliddico, sino aperiédico, como por
ejemplo, un solo impulso que no se repilte. Este tipo de
funciones no pueden estudiarse mediante una serie de Fourlier,
ya gque, mediante estas dltimas, solo pueden definir

necesariamente funciones periéddicas.

Sin embargo, viendo cu&al &es el 1limite (en caso de
existir) a que tiende una serie de Fourler cuando el periodo
de la funcién se hace infinito, quiza se pueda obtener un

medio muy adecuado de representar una funclidén aperiddica.

Supongamos que una funcién f(X), de periodo A, esta dada

por la serie de Fourier

a0
s =1 a. s g [ 4ncoscnnd + b Sen Cmand ]
=4

Los coeficientes @o., an y d®n se obtienen multiplicando
esta serile sucesivamente por dx, Cos (n/Aodx y $Sen <{nx/Aodx,

e integrando con respecto @ X entre -nnA ¥y rA.



Puesto gue las funciones clirculares son ortogonales, es decir,

TA
Semn M _
I Cos X dx = 0
—TTA
A
Sen mx Cose wmx _
_[ Cos A Semn X de = 0
=TTA
A
J‘ Semn mx Cos _mx _ { 0 REm
L Cos A fam A x = =
de este proceso se obtiene
12,9 _
mae = [ __ flx dd
T
man = | _ fCa doostm InIdw

17,8
mbn = f _ fCw dSendna’ /AIdx

Por consigulente,

2.8 0o A \
few = g [ pewoanw ¢ -5 [ few 200sTEEE g

2nA —TA A s J —ma
haciendo —%— = a, ; = &0y haciendo tender a A a

infinito, la suma se convierte formalmente en una Iintegral vy

op



obtenemos:

(25 o
nflxd = J dot I fCo 2Coselx - X 2dx’
o] | —00

gque es la férmula integral de fourier. Es suficiente gue

JCx) satisfaga 1asmpondiciones de Dirichlet en un intervalo

finito y que J‘j(aﬂdx sea absolutamente convergente.

Son tipos comunes de funciones gue satisfagan las
condiciones de Dirichlet 1las gque poseen unicamente un
numero finito de mﬁximos, minimos y discontinuidades

ordinariés, o las funciones de variacién 1limitada en un

intervalo finito.
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Ecuacidén de la difusidén

.81 un medio esta lleno de gas de modo no uniforme, tiene
lugar la difusion de éste de 1los 1lugares de mayor
concentracién a los de menor concentracién de la sustancia

diluida en el wvolumen nho es constante.

Analizamos el proceso de difusién en un tubo vacio, o
en un tubo lleno de un medio poroso, suponiendo gue en todo
momento de tiempo 1la concentracién del gas de la solucién es
igual en cada seccidén. Entonces, el proceso de difusién puede
ser descrito mediante la funcisén IKx,t);, gque representa . 1la

concentracién en el corte % en el momento de tiempo t.

Segun la ley de Nernst, la masa de gas qque pasa por 1la

seccién ¥ durante el intervalo de tiempo Ct, t+ratd es

igual a:

d& = - [ —Sx— (x,t28dt = Wsdt,

_'i& s e ge s s BN RERTS cl:

]
|
T

| 4

donde L es el coeficiente de difusidn, & 1l1la superficie del
corte del tubo, Wx,t2, 1la densidad del flujo de difusién,

igual a la masa de gas que pasa en la unldad de tiempo por 1la

unidad de superficie.
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Por definicién de concentracién, 1la cantidad de gas en

volumen V¥ es igual a:

& = & 3
de agqui se obtiene que la variacién de masa del gas en

segmento del tubo {xa, %23, al wvarlar 1l1la concentracién

AL, es igual a:

»n2
AL =I e xIAR + Ssdx

x4

donde ¢o{x%’ es el coeficiente de porosidad; siendo esta
relacién entre el volumen de los poros y el volumen total

en nuestro caso; a sdx.

el

el

en

la
Vo,

Escribamos 1la ecuacién de balance de la masa de gas en

el segmento Cah,ah}-durante un intexrvalo de tiempo (%1, t22:

~ t2
S'J 5 LDC02) — Cozyt2 - DXond — {2, v21dr
1
- X2
= S elZIKE, t20 - IWKE,ta2]dr
4 N
Obteniendo a partir de esta ecuacidn, la ecuacidén de
difusidn:
(-3

a p __o% - o _9ou
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Esta es totalmente analoga a la ecuacién de la conduccidn
del calor. Al deduclir esta ecuacidén, hemos considerado gue en
el tubo no hay fuentes de sustancias y que no hay difusidén a

través de las paredes del tubo.

Si el coeficiente de difusién es constante, 1la ecuacidén

de la difusién adquiere la forma

Ut = a®*Uxx 2 con a” = —7—

S8i el coeficiente de porosidad es ¢ = 1, Yy el de

difusién es constante, la ecuacién de la difusién tiene 1la

forma:

_Ut = [l
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Conduccidn del calor

Para obtener la ecuacién del flujo de calor; primero hay
que tomar en cuenta algunas disquisiciones fisicas, el
medio en el que estudiéremos los procesos de propagacién del
calor debe estar caracterizado por 1la 1llamada ecuacidén
térmica de estado £ = Et), por la densidad po = XXy, 2 y

por el coeficiente de conductividad térmica K = Kx, Yy, s,

T es la temperatura; &ETJ, la energia interna del
cuerpo confenida en unidad de masa si se supone a esta dltima
calentada hasta una temperatura T. Se puede estudiar  un
medio con propiedades térmicas gque varien de un punto del
espacio a otro; en este caso la ecuacidén de esta&; tiene 1la

forma mas general £ = Ex,y,= TJ. La cantidad de calor

encerrada en el cuerpo infinitamente peguefo

%o - 2F < x < xo + 2
yo__A%_sysyo_,__éZz__

en el momento t es igual

pcxo’ yo, 3’038(-350, yo, 3-’0, T“.).) AMyﬁz
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La variacién de esta cantidad de calor durante un tiempo

At sera 1igual a

P %o, Yo, RoD O %o, Yor®o, T2 Ataxayaz

Esta variacién puede tener lugar sélo debido a qgque el
calor sale o bien entra por la frontera del cuerpo que hemos
separado, si suponemos, ademas, gque no tiene lugar ni emisidén

ni absorcion de calor.

La cantidad de calor gque pasa por una seccién AS

durante un tiempo At, es igual a

aT
K —m otas

Aqui K es el coeficiente de conductividad térmica en el

punto por el cual hemos trazado nuestra seccién infinitamente

ar

pegquefia, Yy - es la derivada de 1la temperatura con
respecto a la normal en dicha seccidén. El calor va de 1la

parte gque tiene temperatura mas elevada a 1la gque tiene mas

baja.

La férmula que escribimos para el flujo térmico
representa la Ley de Newton de conduccién del calor en un
medio isotrépico. Esta Ley es el resultado de 1la

sistematizacién de una gran cantidad de datos empiricos.
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Escribimos los flujos gue pasan por las superficies

AXx
2
y=y°i_A%_
A
2

p 5

w
!
¥

que delimitan nuestro cuerpo.

La cantidad de calor gue penetra por la superficie

X = Yo * s es igual a:
Ax aT
* R+ =5, Yo B2 5 0 - Atayas
x=xo-Ax -2
2%
Yy por la superficie % = Mo — AXS=z, es igual a:
AX aT
- K€ - 72 Yo, ) —55 0 At AyAz
x=xo-Axr2
P4 A S

como resultado, obtenemos que la cantidad total de calor que

penetrd nuestro cuerpo a través de estas dos paredes seréa
igual a:
- a aT
XEXO
¥=¥8
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Anilogamente, la cantidad de calor

que penetrard
cuerpo por las paredes

en

Y=YoxAy/z, RERotAR/2

tiempo At, sera igual a:

¥ aT
[ 3y <K 3y 7 ]xAMyA#At

¥ = %3

2 T |
[ T <K = . ] xﬁfngﬁAt

¥ I ¥3
respectivamente.
Sumando todos los flujos entrantes de calor

e 1igualando
su total al cambio de energia interna, tenemos que:

] aT a3 aT a
[ax &k 25 4 I3 AL

S Ao so- <k ] AxaysmAt=
YI R

Ax Ay Az At

Simplificando ambos miembros entre AxAyAzAt Y

observando
Que el punto (Xo,Yo,Zo)

puede ser escogido arbitrariamente
(por lo cual se puede omitir el subindice "o") llegamos

a 1la
forma definitiva de la ecuacidén del calor:

o (o, y, &, T2 _ 2 a aT o4 ar
pcxiyla') _‘L,%") -ﬁcx-a—x—p'f'w(-XW{-—ﬁ{K-o—:—a)
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La hipétesis sobre las funciones que figuran en ella son

las sigqguientes:
plo0, 25 50, K50

Estas condiciones representan una generalizacién de 1los

datos empiricos.

A veces se escribe la ecuacién del calor asi:

T 8 ., 0T, , @ oT a oT
-3t = Ko * oy K * oz K3

denotando por € (x,y¥, % la expresisén P oF ; La magnitud &,
aT
se denimina calor especifico. .
Si el calor especifico < y el coeficiente de
conductividad térmica K no dependen de Tr, % Y %, es

decir, si son constantes, la ecuacién se puede reescribir

como sigue:

2
( °T | &gT . F Z ;

aT XK
at < ay* ay” 2%

llamando —g— coeficiente de conductividad de temperatura.

Es interesante considerar el caso de distribucidn
estacionaria de temperatura, o sea, cuando -—gF ~ 0. ' Si
K = cte., dicha distribucién se describe por la solucidn

Xx,y,®) de la ecuacisén de Laplace.
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El problema de Dirichlet para esta ecuacidn consiste en
hallar 1la distribucién (estacionaria) de temperatura dentro de

un cuerpo dado conociendo los valores de T en la frontera.

Si el cuerpo es un cilindro alto, con generatriz paralela
al eje %, y sl a 1lo largo de cada generatriz del borde l1a
temperatura es constante, se puede suponer gque la

distribucién de temperatura cerca de la seccién horizontal

media del cilindro casil no depende de ®, por lo tanto, puede
ser descrita mediante la solucién T = T, y? de 1la
' &°T T —
ecuacidén de Lapalce — —— = 0. Conociendo 1la
ax oy
temperatura en cada generatriz del cilindzrxo,
T klose, KSenoJ, podemos determinar TCx, v dentro del
cilindro por 1la £férmula de Poisson, es decir, podemos

determinarla dentro del circulo correspondiente del plano de

las variables x,Y%.

Si el cuerpo representa una franja estrecha entre 2

planos paralelos préoximos, sobre los cuales se mantiene una

temperatura constante (diferente en cada plano), 1a
distxibucién estacionaria de temperatura T¢a) = entre 1los
planos & = x4, xn = =2, satisface la ecuacidn:

&Er _

do®
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La solucidén general de ésta ecuacidn diferencial ordinaria es

de la forma.
T = bax + b=z

Las constantes i1, bz deben ser halladas a partir de 1las

condiciones de frontera, o sea las temperaturas en los planos

extremos.
Al determinarlas, obtenemos que:

Cx2=-20T1 + L2127z

T = XNz — X1 _‘

donde - _ Ta=TCoul, | T2=TC oz,
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Ecuaci®n de las oscilaciones eléctricas en los cables

El paso de la corriente eléctrica por un cable con
parametros distribuidos se caracteriza por la intensidad de la
corriente ¥ y por la tensién %, gque son funciones de 1la
posicién del punto X y del tiempo t. Aplicando 1la 1ley de
{Am a un segmento de longitud dx, se puede escribir que 1la

caida de tensién en el elemento de cable dx es igual a la suma

de las fuerzas electromotrices:

—Vﬂdﬂt-?‘t;ﬁdx-ﬁ ":t edx IIIIIIIICIIIICIJ

en donde K y L son la resistencia y el coeficiente de auto

induccién, calculadas para la unidad de longitud.

La cantidad de electricidad que pasa por el elemento de

cable dx durante el tiempo dx,
[12 Cx, 4D = $Cordo, £ ] Gt = - €% % At seevnnoene R

es lgual a la suma de la cantidad de electricidad necesaria
para cargar el elemento de cable dx y 1l1la cantidad que se

pierde como consecuencia de la imperfeccidén de la aislacidén

c[ wCox, tEAEI—vC %, £ ] dx + Gdoe. @t = CCVe + QUD ot At wuass (3D
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donde € y @ son los coeficientes de capacidad y de peéerdida,
calculadas para la unidad de longitud; ademas, se considera

que la magnitud de las pérdidas es proporcional a 1la tensién

en el punto considerado del cable.

De las formulas €12,22,{32 se obtiene el sistema

I
()

2 + Q0+ GV
Vx ¢+ Lxv + Ky

¥ vaswsnvesENsEvesn Gl

|
o

llamado sistema de ecuaclones telegraficas, estas ecuaciones

son aproximadamente dentro de los limites de 1la teoria del

campo electromagnético, puesto gue no consideran las

oscilaciones electromagnéticas en el medio que rodea al cable. ™

Para obtener una sola ecuacién, gue permita determinar

la funcidén v, derivamos 1la primera igualdad de (4) respecto a
%, la segunda respecto a %, multiplicando adem&s por e.
Efectuando la resta, bajo la hipdtesis de gque los coeficientes

permanecen constantes, hallamos:

M*G’x-mtt-mt=0 s ssenREEE RS C5}

Sustituyendo VX por su valor, dado por la segunda ecuacién de

(4), obtenemos la ecuacidn para la intensidad de la corriente:

‘m=a£tt+caﬁ*mi’t+% [ B B B BN BN BN BN BN BN BN BN Cﬁ}
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lAnéloga forma tiene la ecuacién para la tensién:

Vm=avtt+cm+wvt+% a a8 e sk aned B C?p

La ecuacidén (6) 6 (7) se 1llama ecuacién telegrafica.
Sl se pueden despreciar las pérdidas a través de la aislacién
Y si la resistencia es muy pequefia (8 = K = 02, obtenemos la

conocida ecuacidn de las oscilaciones

Vit = &% Vax J cona = ¥ i7Lc
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VI.- APLICACIONES

Conduccién del calor en una barra; con condiciones no

homogeneas.

con las condiciones

U<ao,t2 =T1 UCgtd =72

Ulx,00 + f {2 J xE o, ]

81 proponemos como solucién de (1); el método de

separacidén de variables.

Ulx,td = X (o T (2

obtenemos que:

UGt = X2 T2 = T2

U<o,t> = XCodTCtd =Tu + XCod= %4y ;-

no se puede usar el método de separacién de variables porque

X (o) depende de t.
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Entonces buscaremos la solucién en forma de la suma:
ch;t-)=v<x) * wcx;t) 2 F 82 0 0B B B DR BT RO {2)

donde V (x) es la temperatura estacionaria y W {x,t2} es 1la
desviacidén de dicha temperatura.

Para 1las. funciones V g0 y Wx,t2; tendremos las
siguientes condiciones:

VY (xd = AtE
entonces, la solucton del

V<Cod =Ta = 5 estado estacxtomario

VCD = A+ Te =Tz Ve = 2T x4 s
- T&-T;

"""'_7—

UCx,t2 =V o + W {xtd

W Co,td = U Co,t) - V €od = Ta-T1 = 0
W<Co,td =0

WCeLTd = 0

WCGHtd = UCHtd = VEd =TTz = 0 3

Winor = e - [ TP a + T |
entonces

W x,t2 = U (o, 82 - V {2
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La funcidén Wx,t? se halla por el método de separacidén de

variables; con las condiciones encontradas.

W<Cx,t2 = X Cod T (2

&X _ 1 ar 1
Tt = X } multiplicado por XTTE)

dx? o2 at
obtenemos que:
1 X 1 1 ar
ax® o 7¢te dt
haciendo -
_gsz— - o X =0 y —gg— —al oT=0

Tenemos 3 casos o=0, o>0, o<0
o =0
X o) = Ao
X <ol =0 $ X<Cod =8B=0 ] X CxD = Ax

7

X2 = 0= A 20

entonces se descarta.
Lo mismo para o > 0

y para ¢ < 0, o = -a?

La ecuacisédn auxiliar es rz+ Xz =0

> XX = AMT 4 eI
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‘gfo;‘.?d.
eire  gmixe |

Sea A = u + 4w ; uwuye reales;

e—épt+v£

entonces

eipt—ut

Y’ [CosCutd - Sencuedl e Y% & e7Y% [CosCuDd + iSemluidl=0

CosCutdle¥? — 7Y% 4+ iSencudl -e¥%- o7v% 7 =0

=H }J‘=m J T=1, 2,3 ssens

por lo tanto:
entonces:
X o) = ACos¢ TR x4+ BSent T x0
¥4
Xol) = A=0

XCx) = ESen ¢ T
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Ahora tenemos gque:

o —'ﬂ—‘%—azt-ﬁc

Tnlt) = Ane

entonces:

Wk, 2 = XeCodTrktd = one  © Ssed T x D

W (x,00 = On Sen F- x = fCoO

2 2
™
m —
WCox,t) =T Wndx,td = Cne & Senc-j—”‘.xp
n=4
a
few -1 2T x4+ 7] =g on Sen B«
n=4

2 f T2-T1 T
On = —F— J‘o[ Jlowd - —=—7— x - T1 Sen] ——% dx

-.U(ac,t.?=—7'z;c7—“—x + Ta o+ W<, to
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Mecanica Cuantica

ad) Fouacion de Schrodinger
b)Y Csexlador armonteo

A) En 1la mecanica cuantica, el comportamiento de una particula
gue se halla en un campo de fuerzas potenciales se describe

por la ecuacidén de Schrddinger.

4 oav:: = = au Vy + UCx;y;#,t) -----..CI-)
donde = 1.05 x 10°%? erg.seg es 1la constante de Planck,

&¢ = Y-1 , 4 = masa de la particula, ¥ su energia potencial en

el campo de fuerzas; w = ¥ (X%, % t5, la funcién ondulatoria.

S8i las fuerzas no dependen del tiempo, ¥ = ¥ (X,¥,%®) son
posibles estados estacionarios con un estado dado de 1la

energia, es decir, existen soluciones del tipo:

_ 4Bt
v=w° (x’y’#) e ’ .I...l.....'(z)
siendo £ la energia total de la particula. Sustituyendo
esta expresisén en la ecuacién (1l). se obtiene 1la segunda

ecuacisn de Schrédinger
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° 2 2
7 " o+ h: (E_U)w = 0 i iawaa cseas (3)

En la cual £ hace las veces de valor propio, que debe

ser terminado. Escribimos ahora w en lugar de »°
A

en el caso de ausencia del campo de fuerzas U = 0.

La ecuacién (4) tiene una gran similitud con la ecuacién

ondulatoria de la fisica clasica:

V‘W + sz=0 ® % 2 B P F 86 4 S B2 8 (5)
_ W an
donde K = = es el ndamero ondulatoriio y A, la
longitud de onda. Sin embargo ésta similitud es puramente

superficial y £formal, en wvirtud del distinto significado

fisico.

En la ecuacién de S8chiédinger tiene un significado fislico

directo no 1la propla £funcién w, sino |w|z, la cual se
interpreta desde un punto de vista estadistico:
la expresidn lez dodydz significa la posibilidad de que 1la

particula se halle dentro del vélumen elemental dodyd#, en el

punto (x,Yy,%) del espacio.
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En correspondencia con esto, la normalizaci®sn de 1las
funciones propias, que se aplica con frecuencia con fines de
sencillez matematica, ahora adquiere un significado

fundamental. La condicién de normalizacidén

558 | w [P dedy d= = 1

Significa gque la particula se halla en cierto lugar del

espacio y, por esto, la posibilidad de hallarla en algdan punto

de éste es igual a 1.

B> Oscilador armén;co.

La ecuacidén de Schorédinger para el oscilador arménico

adquiere la forma:

2 JW
= + (E-U) w=0
au dx
2
donde U = —E%E- xz, y Wo es 1la frecuencla propia del

oscllador.

El problema consiste en la dterminacién de 1los estados
estacionarios, es decir, el espectro de los valores propios de

la energfa £ y las funciones propias correspondientes @, a

partir de la ecuaclidén

L L (E- _&O___xa) v =0
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con la condicién complementaria de normalizacidn
ao

f 1wl*ax=1

=00

Introduciendo las notaciones

ne 26

XO= —“‘u?— F e s e e oa o 5 08 88 00 6asee (2)
= X

S ) |

obtenida la funcién w = ¢ (£) mediante transformaciones, se
obtiene la ecuacidn:

LI T I T B I I R A ) (3)

con la condicidén de normallizacidén
a0

oo 11782 = 3 it (0

Las soluciones de este problema seran las funclones

1,.%
1 e 2%as? Hn (o ?
¥ Xo Y 2n n! ¥ n

v (3) =

que corresponden a los valores proplos
An = 2n + 1
Volviendo a las notaclones originales, se halla que:
1 X X
1 e 7 $x?un ~Xo !

yn (x) = ———— @ ————— " i .(5)
¥ Xo Y 2n n! ¥ =n
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Entonces:

i

= ) (M =0,Z,R,+0000¢) ceaan .. (6)

En = wo (n+

en la mecAnica clasica la energia del oscilador es:

5=_E’_‘f_
e 2

donde Px es el impulso de la particula, puedé tomar una serie

continua de valores.

Desde el punto de vista de 1la mecanica cuantica, al
energia del oscilador, como se muestra en (6), puede. tomar
s0lo una serie discreta de valores &n.- . En este caso se

dice gque la energia se cuantifica.

El ndmero M, que determina el ndudmero del nivel cuantico,
es llamado numero cuantico principal. En el estudio mas

bajo, para m=0, la energia del oscilador es diferente de cero

e igual a

Eo = 2 Au
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CIVD) Resolver la ecuaclién la ecuacisédn de onda; por medio de la

transformada de Laplace

FU(x, t)

- 1 v ... el (1)
ax? &* at®

con las condiciones

U (x,0) =0 ; —%gﬂ Jt=0 = 0 ; O<x(® , O<t<w ..... (2)

y que U(o,t) = Ao Sem wt ; t>0 ; U(x,t) sea acotado |7 x|

<M .

Aplicando la transformada de Laplace respecto a t.

R e A R bl

®_ 8w -pt 1 2 ° °
J¢—>2 e dt='czp J € - p Kol - Koo
ax

[fv em ¥ ]| =2y 22w

-
do® <

entonces:

& ?Cx,p.)='°a?fc:x,,p.3

2 cz

da
g

?-——€—=0 erasenrmvw ('5-)

8,
%
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donde la solucién de (3) es:

P 2 - P x

Ulo,p0 = c,8 ° + 28 ©

Entonces si U es acotada ? también lo es ; tenemos que:

® _-pt P e P - -pt
W= | s e Prdt]l s | =5 uweF dt | <s (U eP dt=s
e o] @
Cf HTttat = Hc-i-etty ) =M

puesto gque cuando X-mw ;

_ﬂx

se debe tomar Ci = 0,

U(x,p) =Cae ¢ %4+ C2e

No es acotada; entonces:

-_P_
U (X%X,£) = Cze c x

de Laplace, a 1la condicisén

Aplicando la transformada
frontera tenemos que:

210,433 = 2(A- Semkutd} = Ao KSenkwtd’ =4 ¢ 5 Fo,
£+’

entonces sustituyendo en {42 obtenemos

Ao J entonces

Mt v
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.—1_
Ahora aplicando la férmula de inversion £ { U (x,p) @
U (x,t) tenemos:

I

SRl B =L I
- 1 w e
Kx, 12 2l J-y—t'w [ I 2 ] e dp

entonces
® Kt- . x/ed
Ka, 82 = Aou s | 2 — dp
2 + ¥
si para t - X ¢ o0 ; UCx,tJ=0-.t<'—°é°_
para t - —gL >0 ; empleamos = ¥ Res Ao ——,€ el t-/c
2 +u
0 sea mediante residuos y polos. Entonces
= ., KBS Kes
I-Aou{P;.‘._wC QS+ F—Ms 2}
p('t /el e VKt-w/c)
kb s = o Cp-end (ﬁt@(p—t'tﬂ 2i%

oL P
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. o FKt-a/ed o —Kt-a/ed
&:f-fw :ﬁiﬁw (2 priew ~ ~ -2i%
entonces:
gKt-x/0d  _ calt-a/cd

I = Ay |

- x
e 1 = AoSeniKt-2

por lo tanto:

WKax, 10 = AoSenlwlt- x/0cdl
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v .- En el ejemplo dado en 1la seccién de ecuaciones

parabdélicas; sobre resolver 1la ecuacidén de conduccién del
calor

At 1 oU cens €12

e =K 8t

con las condiciones X0,t) = U = bte ;] Wx,00=0 ,e0. €22

Resuelto en aguella seccién por medio de 1l1la transformada de
Laplace; se hara ahora por medio de una transformacidén seno.
Esto es porque para una transformacioén semnw se reguiere

conocer IK0,%t); mientras que para una transformacién coseno

al

se requlere conocer S lx=0

au

, oObtenemos,
2
ax

Aplicando la transformada a

o .
Io ";f Sengoedx = - PUSCE, 1D + PKo, D L. (P
a

entonces:

U<, 1 + PKO0, 80 = b~ S DsCp, 1D .. ()

Empleando {22 queda;

& Us<p,t2 + Kp*DsCp ) = Kpllo vuvu €82
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por medio de 1la resoluci®n de ecuaciones diferenciales

lineales de primer orden

v+ flady = r{xd

W = e ¢ [ePtran+ o1 [ sewdx

p~
A
R
P
L)
)
n
|
g,
o
[
X
ot
g
5
+
0

- z

DsCp,td = g° + ceRPt ceeeeer 8D
para obtener F-i usamos <D} que aplicada a 1la
transformacién seno, obtenemos:

Dscp,00 = | Ku,00Senpmdn = 0 vevn <7D

haciendo t = 0 en virtud de (&2 y {727 obtenemos que:

Vo
P

129

Ad = -




entonces:

-— _z
UsCp, t2 = ”; c1-e Rt

y utilizando la férmula de inversion (antitransformada):

w

Uscx, 12 = 2 [ Dscp, t2senpodn

obtenemos la solucidn:

2Uo ® -k
K = 2o [ R Senpn g,

Y recordando que 00
J SEN gp = I Cx > 0D

se transforma en:

a
W, =Uo 1 - 25 o kPY ST ap

Despu¢s desarrollando SR X, integrando término a término

conduce a la forma

Kx,t2 = U ¢ 1 - erf J__)
2{{RET

Kx,t2 = Uo@rfo —_ .
2 JTREI
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IV.— Resolver la ecuacidén de onda no homogé€nea

FU _ 2 TV geemma ; 0 < X< 1, oean €2
X c at t >0
con condiciones iniciales y de fontera
UCx, 00 =0 ;5 9 UCox, tD | =o ceve €22
t=0

Aplicando la transformada de Laplace relativa a t y obtenemos
que:

d—zz'i'ﬁfx,p) - 12 [ FKu, 20 - FKx,00 - wCody - Kfemmx = oo
dx c P

Y empleando la condicliones de contorno obtenemos:

d: mx;p)——éz—wapp=_—%—w't_x (AT (5)
e

Solucionando éste problema por el método de variacién de
parametros entonces:

Cg.)x —('gﬂx o

.’.& -+ 2 zzSEWI:'G asacrw cd'.)
K+ ne™d

Kx, p2 = A

donde Ay & son constantes,

Ahora si aplicamos 1las condiciones de contorno (@2 en (&2

A+ B=0
P _ P
A€ s B° =0
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entonces obtenemos que:

Ad=8=0

y por lo tanto

LA C?)

A

&

2
!

3
g
R

Empleando la antitransformada:

-1 - -1 -1
£ {Kx, g0} = Kz[z{‘;,}-x{—f—-z—;] Sennx
n“e £ e

entonces:

Kx,t2 = f ¢ 1 - Cosnctlfennx
n‘e

es solucién de {12, sujeta a (22 y <=z
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Hallar la distribucién de la temperatura 7T(x,1t2 es un sélido

infinito si sabemos que T¢x,02 = f{xd.

El método que emplearemos de las transformadas de Fourier.
Como no depende de ¥ & de % , entonces:

FT 1 T

ax” K ot

Aplicando entonces la transformada de Fourier con la variable

X3

[ o]

T (x,t) = [, -SE— F (k,t) et*
a

T (k,£) = [T (x,£) e k¥ gy

Asi pues,

4 oF (K, t)
K F (Rt = 5

cuya solucidén es

2
FCrtd = o Ch) o R R

la condicén inicial da:

FCRod)= [, T<xo02 e % dx
Donde:

_ = -4dkx
FCxd = [ flxd e dox
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o0

2
F (k,t) = J-o F (x) -4k e-k kt

Encontrando la antitransformada de Fourier, tenemos que:

a0 {0 o] 2
T (x,t) = J~° g:; eikx .r dx' £(x') e—ikx' e—k kt

a aD Zz
= J-o ax' £(x') J-o g_::, e-"k(x-X') Ve-k kt

La segunda integral (utilizando 1las tablas de integrales

obtenemosg) es:

S o (x-x")? /4Kt

por lo tanto;

oo
= L ] !
T (x,t) = [, dx' £(x') /:;E;‘ - (x-x")? /4Kt

la funcidn G (x,t;x') =

—TITJ';T(_E_ e-(x—x‘)z/-skt

es la funcidén de CGreen.
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CI).—- La ecuacién de onda en coordenadas polares esféricas

g o= 2L 2 v (1)

w" 4 4 4 A 8 8 4 4 a2aanaaaan

Resolviendo éste ejemplo por el método de separacidén

variables; entonces intentemos una solucién de la forma:

wx,t) = X (X)) T () .oviieeeeeceneas (2)

de

Sustituyendo ésta solucién en la ecuacidn diferencial

parcial (1) y dividiendo por XT se obtiene.

X 1 1 aT
X cz T dtz

EL primer miembro es una funcidén de «; el segundo

miembro es una funcién sélo de t. Hacemos entonces gue sean

iguales a constantes (de separacidén), de este modo,

ecuacisén se separa en 2, una dependiente del tiempo

2
d': "' wzt=0 * & 4 o B ® 0 8 8 9 8 " s (3)
dat
donde W = Kc. I.a solucién es
Sen wt
T = } & T = e vt G e e e
Cos wt
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Volviendo a la segunda ecuacién. Es la llamada ecuacién de

Helmholtz:

vvx + K*x =0 C e tneeereeeaanea (5)

pasandolo a coordenadas esféricas tenemos que:

2 1 -4 L-d 1 2.,
) + 35 (Sene —=) + -— X+K'X = 0

(ri
r o rzsene

Sea X = R(r)e(e)¢ (©), sustituyendo en (6) y dividiendo

toda por Re¢ tenemos:

Si hubiéramos multiplicado por r? Senze, el tercer

término hubiera dependido sélo de @, en tanto gque el resto

dependeria sélo de r y €. Entonces:
1 d%e 2 2
2 )Cte = —-m P P I I R (7’
? Ao
z
q @ + n ¢ =0
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cuyas soluciones son:

Sen m9
¢={ } 6 ¢ =e M .. (8)

Cos mO

La ecuacidén en r, © se convierte, en:

1 d 2 4 ) + _ 1l d (Sene —S2
r'R r ®sene

8i multiplicamos todo por rz, el primero y cuarto

términos dependen sélo de r, mientras gque el segqundo y tercero

dependen solo de o,

1 da de m
(Sene ) = —————— @ = (cte.) © = -£ ({ti)e...(9)
Sene de de T
Y
1 d 2 dR 2z £ (£+1) -
z dr (I _a"'"r"_) + [K _—z ] R "0 e o 6 8 0 a8 s (10)
r r
Si suponemos Cose = X, la ecuacién en © (9) se convierte
en:

2 2
(1-xz)_d_:’__2x g: rre(e+l) - —B _j e =0 .....(12)
dx l1-x
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&ésta es la ecuacién asociada de Legendre, sus soluciones son

e = FF ¢, &N ¢ c..(12)
radial (10)

(funciones asociadas de Legendre)

mediante wun cambio de variable

La ecuacion

dependiente

K =U/Yr , se transforma en

1
ig . 4 d‘; vk SRyl L
r r

i
con XFkr y wWelsz,

gue es la ecuacién de Bessel
Por consiguiente E
* A,
g = it 2XRrD | _ri+ (kD
r i r

Las funciones esféricas de Bessel se definen mediante

1/ 2C %D

JiCad = n/ 2 Jv +
il =/ 28 it + /2020

{4,2)
y h, Cod = g €0 £ én L%) (funciones esféricas de Hunkel)

all/at = 0; Yy en realidad discutimos 1la

8i X0, de modo gue
la ecuacioén radial (100

ecuacisén de Laplace, se convierte
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2 244D -
K + r K - T =0

que tienen las soluciones

£
a={" - (2'+ 1)
' 4
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- Influencia de la desintegracion radiactiva en la temperatura

de la corteza terrestre.

Para juzgar el estudio térmico interno de 1la Tierra,

tenemos pocos datos, que se obtienen de observaciones en su

superficie. Las nociones fundamentales sobre el campo
térmico de la corteza terrestre son las siguientes. Las
en

oscilaciones diarias y anuales de temperatura tienen lugar

una capa superficial relativamente £fina (10-20m para 1las

oscilaciones anuales). Mas abajo de esta capa, la

temperatura varia muy lentamente con el transcurso del tiempo.

Las observaciones en las minas y en 1los pozos gue se

refieren a l1los 2 6 3 km. superiores de la corteza terrestre,
muestran que la temperatura se eleva con 1la profundidad por

término medio en 3°c por cada 100m.

Los primeros intentos para dar una explicacidén tedrica
del gradiente geotérmico observado, en el siglo pasado,

encontraron muchas dificultades. Estas tentativas partian

de la presentacidén del enfriamiento de la Tierra, calentada en

el pasado.
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La temperatura inicial, gque caracteriza &£ste proceso de
enfriamiento, debe ser del orden de To = 1200 ¢ (Temperatura de
fusién de las rocas montafiosas); la temperatura superficial
tiene orden 0 c y no pudo desviarse mucho (en mas de 100°) de

ésta magnitud durante todo el periodoc de existencia de la vida

en la Tierra.

La teoria cuantitativa mas sencilla dél enfriamiento Ade

la Tierra nos conduce a la resolucisén de la ecuacidén de la

conduccién del calor

2 aPu

L &1
>t =9 ——
oz

en el semiespacio o0 < z < o con las siguientes condiclones

iniciales y de frontera:

=02 = T0
U<€a,td = C

La soluci&én de &ste problema estiA dado por 1la integral

de Poissen para la conduccidén del calor y ésta es

-

= 2
UCtd = To s Vast L I
(=

al[»
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el gradiente de ésta funcién, para z = o0, es igual a,

To
2 =
o | = To e—a/4nt|z=_o ¥ o=t
az o Y1
Sustituyendo 1los wvalores ~ conoclidos del gradiente

geotérmico,
du - - —of - - ° z_
Tz |a=o= ¥ = F%Zo Tgrad/cm J To=1200 ¢} a =0.008 em/seg, que

corresponde al coefliciente medio de conductividad de
temperatura de los granitos y los basaltos gue se determina
"empiricamente, se obtiene el valor t = 0.85 x 1015 sea =
27,000,000 afios para la duracién del proceso de enfriamiento.
Tal idea de la edad de la tierra no concordaba en ninguna
forma con los datos geoldégicos. El caréacter aproximadamente
de la teoria estudiada (el desprecio de la corvatura de 1la
Tierra, 1la inconstancla del coeficiente de conductividad
térmica, la inexactitud del valor To) no puede , claro esta,
cambiar el orden del valor hallado para la edad de la Tierra,
la cual, seqgdn los Gltimos datos, se apreclia aproximadamente

en 2 x 10%amos.

El esquema fisico del régimen térmico de 1la Tierra
sufrié una revisién sustancial luego del descubrimlento del

fendmeno de la desintegracién radiactiva.
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Los elementos radiactivos, desperdigados en 1la corteza
terrestre, al desintegrarse causan su calentamiento, de forma

que la ecuacisn de la conducclsén del calor debe tener la forma

a _ 2 &u = _A
- = P f 3 < cp

donde A es la densidad volumétrica de las fuentes térmicas.

Tras numerosas experimentos de la radiactividad de 1las rocas

montafosas y su generacién de calor, se ha adoptado el valor

de
A= z.90 x 20772 cal/omseg
Este valor tiene en cuenta el calor que desprende el
uranio, el turio y el potasio, conjuntamente con los productos

de su desintegracidsn.

Supongamos que la densidad de las fuentes radlactivas
dentro del globo terrestre es constante e igual al valor 4,
determinado para las capas superilores de la corteza terrestre.
En éste caso, la cantidad de calor gque se desprende en todo el
globo terrestre durante la unidad de tiempo, sera igual a .

& = —g— n ROA
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Si hacemos una segqgunda suposicién de que la Tierra no se
calienta por el calor radiactivo. En este caso, el flujo de

calor atraves de la unidad de superficle es:

= Lea’d &
=R 5z |.-3 41 2

donde K y —gg— & = o Son los coeficientes de conductividad

térmica y el gradiente geotérmica en 1l1la superficie de 1la

Tierra.

De agqui se halla para *%% , cuando & = 0, el valor

—g;— & mp -ﬂ"‘?—gd‘.s‘x:a'z grad/cm ,

donde K= &.3 x z0® Km es el radio de la Tierra, ¥ K= 0.004, el
valor medio del coeficiente de conductividad térmica de 1las

rocas sedimentarias.

De &ste modo, el gradiente geotérmico, calculado bajo la
hipotésis de que la distribucidn de los elementos radiactivos
es constante, y que 1la Tierra no se calienta por la
desintegracién radlactiva, supera en 2 ordenes al valor

observado del coeficiente geotérmico

y = F % 20 % grad/om
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Si eliminamos la hipotésis de 1la constancia de 1la
distribucidn de los elementos radliactlvos y supongamos gue
éstos estan distribuidos en una capa de potencia & én la
superficie de 1la Tierra. Despreciando la corvatura de 1la

Tlerra, se obtiene, para determinar la temperatura

estacionaria, la ecuacidén

& ={——'%— para o £ 2 = R
a7z o para # > R

con las condiciones

2€ (0) = o
_au_ = 0
ax Z +00

cuya solucién del problema planteado es igual a

v
x

A 2L
= A ¥
X "=z ;I #

Dado que ésta funcidén es contintGa conjuntamente con su

derivada primera para z = R y satisface 1las condiciones del

problema.

Determinado el valor del gradiente de ésta funcién para

& = 0, igual a

_ou - AR
az z =0 K ’
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y comparalo con el valor observado

g x z0~ % grad/cm

F

se halla gque

H=-%Ji-z 10° em = 10 Rkm.

Apreciamos la influencia de la hipétesis hecha de gque 1la

temperatura es estacionaria sobre la magnitud del gradiente

goetérmico.

Para esto, analizamos la solucién de la ecuacién de 1la

conduccién del calor

L, TR 2 dwu
-t = @ +
2 =" 4
_4_
F=16f . o<z< &
@ 2> R

con las condiciones iniciales y de frontera nulas:
“w (%02 = 0

% Co,td = o

La solucidén de la ecuacién no homogénea y condiciones

Iniciales nulas puede ser representada, mediante la integral

v+

wlatd =5 st GCa2,t-20 fCrodrds
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donde G es la funcidén de la fuente para la semirrecta, igual a

. |
8 (2%, t-1 = 1 - SBED _,_ C#rF
2¥ 7w vazlt-tJ e 241D 4a° Ct-12
calculemos el valor del gradiente para ® = ©, tomando en
cuenta el valor de la funcién f:
H ot - 282
2w — A ¥ 40" Ct-12 =
=22 zZ=0 sz‘rT J-° Io > = € dEdT
d2a?¢t-21
&
" _4a‘zft-r
ey
¢ed n 1 a? ¢tz
t _ ). &
= A fo 1 {1-e 40* e 1 de ;
cp«l T -l ﬂ'z 5
donde © = t-1
de esta manera,
= . A o2t R 0 do
e P = a a®* J o
donde:
o - & P o = R i do _ _ _& de
- ’ e = ’ 2z
2452 zlazt o R Jarze
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Calculamos la integral

® 2 2
2 —o s
- o o © _ 2 oo _2
J.ea > = - £ | . -2s e ° =2 _ _s%e"do
e o o o2 oo oo o
de donde
l'f L ] 2
Ow a,."E » —_— o
v ). 42 [ 1-8F ], 4 2 e dop (1)
z=0 COo& in 7T ——
2],z
Se vé gue
au A
Lim, -TR
ts00 = z=0 -

puesto gue coa’= K, el limite del primer sumando entre llavés

es igual a cero, Yy el del segundo, igual a R.

Calculamos la desviacidén de ———%%}—— de su valor limite para

t =& x 10'° seg

el valor de co es pequefio:

-1
oo = & - 10 - = L _=>o0.025
2 524 24641072 6x10'® 2-19

Desarrollando las funcioes de (1) en serles , obtengamos que,
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4 Ay | y | 1 - A
> 8 - — = > B {———Lo0o"+t saeed + oo}z =, R-{0.04)
-_K 0# Z—OT m IT' #f
aw
es decir e |z=ose diferencia de su valor limite en 4%
Los razonamlentos son de caracter apreciativo. Sin embargo,

tomando en cuenta la gran estabilidad de la velocidad de 1la
designacién radiactiva, que no varia bajo 1la accién de las
temperaturas y presliones gque nos son accecibles, debemos
llegar a 1la conclusién de que 1la concentraclén de 1los
elementos radiactivos debe disminuir rapidamente con 1la
profundidad, si nos basamos en el valor 4 para las ‘capas
superlores de la corteza terrestre, establecido mediante
numerosas mediciones. Hasta hoy no existe ninguna
explicacion fisica que permita establecer 1a ley de la
disminucién de la concentracidén de los elementos radiactivos

con la profundidad.
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VII.- CoNCcLUSIONES

En este trabajo, se notdé que la resoluclédn de ecuacliones
diferenciales parciales presenta problemas mucho mas
dificiles que 1l1la resolucién de 1las conocidas ecuaciones
diferenciales ordinarias y salvo para ciertos tlpos especiales
de ecuaciones en derivadas parciales lineales no hay métodos
generales de resolucién efectivos. En este trabajo se
concentrd en la resolucidn de tipos particulares de ecuaclones
lineales. Esto no constituyd realmente una restricclidén
demasiado seria puesto qgque 1las ecuaciones en derivadas
parciales 1lineales tienen una dgran variledad en aplicaclones
importantes en muchas ramas de lai Fisica, rla‘ Quimiéa y la

Ingenieria.

Esto no Quiere decir gque no aparezcan sin embargo, otro

tipo de ecuaciones. Por ejemplo 1las ecuaciones de 1la
relatividad general que describen el campo gravitacional son

ecuaciones de segundo orden gue no son lineales.
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VIII.- APENDICE

A) Ecuaciones diferenciales de las funciones especiales.

Se ha visto que el método de separacidén de wvariables
transforma el problema de resolver una ecuacidén diferencial
parcial en el de resolver un conjunto de ecuaciones
diferenciales totales. Por su frecuente aparicidén en el
tratamiento de muy diversos -problemas, algunas ecuaciones
diferenciales han sldo estudiadas con gran detalle. Se han
obtenido soluciones generales, particulares gue cumplen
ciertas condiciones en la frontera, etc.. Las soluciones
de- éstas ecuaciones -diferenciales reciben el nombre .de
funciones especiales; cada una de éstas funciones 1lleva en

particular el nombre del autor gue la estudisé primero.

Las funciones especiales tienen su origen no sélo en el
estudio de dlferentes ecuaclones diferentes parclales, sino
también en el estudio de wuna misma ecuacidén de distintos
sistemas de coordenadas o bien con diferentes condicioﬁes en

la f£rontera.

Ejemplo:
Trataremos de resolver la ecuacién de Laplace

v $ =0

1754



Consideramos las coordenadas cilindricas; 1las cuales

estan dadas por las ecuacliones de transformacidén

X=rCosep , Y=rSene , = 2 caeee::822
La ecuacidén toma la forma

2 z 2
fere- b b obe ah Ko & R Sl (2)
ar r ap az * & & ¢ 8 & 9 & & @°

Supongamos ahora que existe una solucidén de la forma

Er,o,2 = B4r2 dCpd 242 vanvannees{F2

Sustituyendo e introduciendo 2 constantes de separacién m> Y

2
n .

Se obtienen las ecuaciones

a e s 4 o s 0-.0-(5‘)

N - P4

Las ecuaciones (4) y (5), sus soluciones son exponenciales de
argumento real o imaginario, segidn el signo de la constante de

separacion.
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La ecuacicom (6) es de la forma

2 2
a® F(2) | ; ddF;2)+ 1 -2 F (2)

d zz z

0 sosiin « e (7)

que es la llamada ecuacién de Bessel.

For sus moerosas aplicacromes las solucriones mas

tmportantes de esta ecuactosn son las sigurentes:

ad Las funciones de Bessel Jn (2) , qgque son soluciones

regulares en el origen.

b> Las funciones de Nevmann Nn (z) , que tienen una

singularidad en el origen.

¢) Las funciones de Hankel de primera Hﬁ"(z) y de segunda

Hhl’(2z) clase las cuales son ciertas combinaciones lineales

de Jn (z) y Nn (z).

Hagamos ahora 1la separacldn en coordenadas esféricas,

definidas por las ecuaciones
xr Cos e los p , Yr COF © 58N @ ;, T SN © tennnseee$8D

Procediendo igual como en el caso anterlor tenemos gque, si
m=o,se obtlene para la varlable © una ecuacidén del tipo
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2
(#°-12 -i‘f'——dz‘T*’ s 22 SLE oemid L =0 (@

gue es la llamada ecuacién de Legendre.

LLa ecuacidén de Legendre es un caso con el problema de

resolver en coordenadas esftéricas la ecuacién diferencial

parcial de Helmholtz.

sz+KzQ-0 * 4 6 8 @ s 0 s s a2 s wae s soa (11)

que es una de las mAs importantes y que aparece en problemas

de propagacién de ondas y de difusién de calor.
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APENDICE I

B) Soluciones Particulares.

EL método de solucién en seriles permite obtener 1la
solucioén general, o por lo menos una solucién
particular de las ecuaciones diferencliales de 1las funcliones
especiales, con lo cual el problema matematico de resolver 1la
ecuacisén queda resuelto. Pero cuando la ecuacidén diferencial
aparece en conexidén con algdin problema fisico, resulta que 1la
naturaleza del problema impone restricciones adiclionales, vya
sea sobre los coeficientes de la ecuacidén diferencial, o en
forma de las condiciones é; la frontera qué deben sétisfacer
las soluciones. Por ejemplo el problema puede  ser de tal
naturaleza gue la solucién en serie se reduzca a un polinomio,
© bien puede ocurrir gue la dYnica solucidn regular dentro de
todo el dominio de la variable independiente sea un polinomio,

Yy algunos otros casos.

Algunas de las soluciones particulares obtenidas usando
condicliones de los tipos antes seffialados aparecen en un ndmero
muy variado y grande de problemas y por esta razon se les
conoce como funciones especliales de 1la fisica. Ahora

veremos algunas propiedades de las funciones especiales.
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A Folrnomios de Legendre

Para T cero o entero positivo, la tnica solucién de la
ecuacidén de Legendfe que es regular en los puntos & = *1 es un
polinomio. Ahora bien, en casi todos los problemas fisicos
en los que aparece ésta ecuacién, la variable independiente
es el coseno de una variable angular y su dominio de
definicién es en consecuencia - | £ X = (o8 e £ + 1, de modo
gue la dnica soluciédn regular en todo el dominio de 1la
variable es un polinomio. Este polinomio, normalizado a la
unidad cuando x = *1, se conoce con el nombre de polinomio de

Legendre de grado M y estaA definido por:

FnCod = I.2. 800 KFeg2 C(Fne2d o

n _ _Nnln-I) n-2 Mn-2) {m—2) {Nn—s2) n—a
{" -~ e ¥t g damad Gmad X - "'}"'“-’

Algunas consecuencias inmediatas de ésta definicién son 1las

siguientes:

F‘f‘l(l‘)-’l FTI(—-OC.)=C—.3“ Fncw IlllIl'llll(z.)
- - n ZeRiSeaa NI

F.E".'?.-FZ {O.} - 0 F’ﬂﬂfo.} — C_) "'E—.‘.d\.-..cé-'n) -1011{3}

FOCQCD-‘-I FI Cot..?=x .llllllllnlllllllc‘+)
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£ FPolimomios asverados de Legemndre

| La ecuacién diferencial de los polinomios de Legendre

2
Cz-o2d " - Fmy' + [ ™Mmzd - B_ ] ¥ =0 ciniaia (S

, L=
Yy puede resolverse por el método de solucién en serie, pero es

mas conveniente reducir la ecuaciédn a wuna de Legendre

proponiendo unha solucidén del tipo

y = oy S TR - e
d o™

con lo cual se encuentra gque z debe satisfacer la ecuacidén de

Legendre.

para My Tt cero o enteros positivos con n2 ®m, sdlo hay una

solucioédn de (5) que no tiene singularidad logaritmica en x=%l.

Esta solucidén se llama éolinomio asoclado de Legendre de

grado M -W, orden M y esta definido por:

Fi™ = Cz-o2d™2 d’Fn {20 _

a x"
zm/z
<2l ., .2, [":’%mm}m-m-:p
22 /T - 2(2n-270 {(n—-nXn—m-ZIX w2 n-m-32 m‘-l—«#]
; 2. 4 (2027 (an-3~ %

DR &
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Entonces vemos gque

Pn°(x) = Pn (x) Pn" (-%) = (-) Pn" (X) sseassC8D

&2 Folimomos de Laguerre

La solucién en serie obtenida para 1la ecuacién de
Languerre es convergente para toda X, pero cuando & = Tt €S un
entero positivo o nulo, la serie se reduce a un polinomio de

Laguerre de grado 1 y esta definida por:

Z 2 b 4
In (%) = (-)" (&= o x"7F 4 R (1) S

n
. ll +.¢o-+(") n!]

- ocon'oocol(g)

Los polinomios de Laguerre de grado mas bajo son:

Le (o0 = 1 Lr Co) = 1-% Lz Cx) = x°-4 =2 cveee€202

Lo Polrrowmios asocrados de Laguerre

Los polinomios asociados de Laguerre de grado n-s Yy

orden & se definen por:

-

L Cod = —‘i—-; LR €2 sensneanenssC22D

Y son soluciones de ecuacion dliferencial

a0y = €245 Y TN Y T O .oeceeanlI2D

pPara m y & enteros positivos y cero.

iS58



E) Polrtnowmios de Rerwite

Cuando el parimetro 7 de la ecuacis#n de Hermite es un

entero positivo T, la so0luciédn en serie se reduce a un
polinomio que se llama polinomio de Hermite de grado M y su

ecuacién y solucidn estan dadas por:

yz: - 2%y + 27y = O {m emnterol
Y Su solucidén es:

g
Briod = C200™ — %2— C200T R 4 TERa X Me2XM-30 )y 4o, .

27

3 'n{'n-s.);.'n—z.'). s C5¥2D
N E

{zw.+I.llllllllll.llll{zgp

Los primeros polinomios de Hermite son:

BoCod = 1 RiCxd) = 2x Bl = 4x°- 2 vueul2

F2 FPolimowmios de Tschebyscheff

Cuando M1 es entero, la solucidén en serie de 1la ecuacién

de Tschebysheff se reduce a un polinomio y es 1la gnica

solucién convergente para X 1. La primera forma general de

éstos polinomios es:

T—1
TrCo) =2 [ x - —D K2y TEMF) me L (25D

178% a’a*
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y se tiene To = a/2 3 Ts =2 |, Tz = 2o° -1
&) Funciones de Bessel
Solo una de las soluciones para la ecuacién de Bessel
permanece finita para % = 0. Cuando a 1la constante
arbitraria se le dA el valor particular !
ao =
2
2 m/

) la
serie resultante se conoce con el nombre de funcién de Bessel

de primera clase y se denota por:

_ ¢ o )'mzs'
0 K .
, ¢-2F U7 : :
M“’ = z " l.lllllllllll{:é‘)
soo Slimes)/
definida solo para 7N entero positivo a cero. Las dos

funciones gue aparecen con mayor frecuencia son las de orden

cero y uno:

2 4 -]
2* 24¢2/0% 2%¢g12*
3 3
J1<x-)=—i— = xs + Sx - """""';x“z_""""" ---CI&)
2 272! 27273/ 2°374/

En general, si1 p es no entero y positivo, 1la funcién de

Bessel se define por:
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KD = T (% aPrak Czpd
xeo  2PPRpire_pska1d

La cual se reduce a {rd? cuando p es entero.

Para p positiva y no entera, una segunda solucién de 1la

ecuaclién de Bessel es:

k x—pf-zk

s 4]
J—ﬂﬂ= Km ------.-C.‘ZO.)
®=o 2~PF2R pire_prke1d

o bien

YR = Hplod = -5%3"7 L JeCodCosComd = J-gCod 1 vueal22d

La cual se conoce como funcién de Bessel de segunda clase.

En términos de las funciones de Bessel se definen otras dos

funciones que tienen también mucha importancia por sus

aplicaciones, éstas son las llamadas funciones de Hankel de

primera y segunda clase:

B = Jpted + iRpCoD Y o

Hpieﬁp= Jﬂw-iﬂﬂ“} llIllllllll.etllllczgp
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Apendice - Operadores Lineales =

Hablaremos un poco de espacios lineales. El empleo de
los vectores tridimensionales para representar magnitudes
fisicas tales como posicidén, velocidad, £fuerzas, etc.. es

completamente conocido.

Por abstraccién de 1las bien conocidas propiedades de

tales vectores se llega a la siguiente definicidén de espacio

lineal.
Un espacio vectorial o 1l1lineal es un conjunto de
objetos(vectores) a, 3, 3, .2 Qque es cerrado respecto de

dos operaclones:

1l,- Advictvém, que es conmutativa y asociativa

d+83=28=8+3

€3 + B2 £+ 8 =42 « €8 + 3>

2,- Muli<iplicacton por uwn escatlar  (cualquier nGmero

complejo), gque es distributiva y asoclatliva, esto es,

NS+ 80 =23 + 23
ACudd = Capld
N+ w28 = 28 + L8
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Suponemos, ademAs gue existe un vector nulo 3 tal que para

todo 5 -

d+3 =24

gue la multiplicacién por el escalar 1 deja invariable

cualqulier vector

1d4=28

y por dltimo, gue para todo 4, existe un vector - 3 tal que

a+ (-8) =0

Un conjunto de vectores 3,8,....% se 1llama linealmente

independiente si la ecuacién

-

Ad+uB+....+0h=0

solo es vaAlida en el caso en gue A

n
R
T
Q
"
0

Si en determinado espacio 1lineal existen TN vectores
linealmente independiente, pero no 1lo son Titl vectores
cualesquiera, se dice que el espacio lineal en cuestién es de
dimensién Nn. Consideramos principalmente espacios lineales de
dimensidén finita. Sea 31, 32, ...8n un conjunto de M vectores
linealmente independientes en un espacio lineal de dimensidén Tm
Si X es un vector cualguiera de ese espacio , existe una

relacién;
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?L81+,u3+---.+0§‘n+1'35=6’

con las constantes no todas nulas, y en particular t=0. Asi
pues, % puede expresarse como una combinacidén lineal de 1los
e

-» ‘n- - PR

X = ¥ xidx

i=1

Los vectores v forman lo que se llama una base, o sistema de
coordenadas y los nGmeros %t son las componentes de X en ese
sistema.. Los 8% son los vectores base. E1 hecho de gue un
vector cualquiera % pueda escribirse como una combinacidn
lineal de los &% se expresa a menudo diciendo gque el

conjunt6 de los vectores base @&t es completo.

Conslderemos ahora una funcidén vectorial de un vector esto es,
una regla que asocia a todo vector ¥ un vector $ Cx, en

forma lineal,

GErE + uB) = APCAD + gD

Basta conocer los T vectores ¢C3i9, gque pueden expresarse

convenientemente en funcidén de la base 36, esto es,

“§£J=E.M.t.ga- IIIIII"IIIII.IIIIIICIJ
J

en donde Aj* es la componente J-ést™ma del vector ¢£3€D.

& -
81 consideramos ahora un vector cualguiera ~, Y ponemos
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- -+
K2 = ¥, tenemos

YyOCE AL 8 J senvnnnannasa€12
%
en donde Aj% es la componente Jj-ésima del vector @ (8%).

F i -
81 consideramos ahora un vector cualguiera x, y podemos
» -»
& (x) = y, tenemos

y=o(pai 8¢ 0 = xt [ Aj¥ &5
% T J

Con lo que los componentes de X e ¥ se relacionan asi:

yJ=§MiXi

También podemos expresar las relaciones anteriores en
= - N -» -» =
otra forma; diciendo que la asociacién de y con X se consigue

mediante un operador lineal A aplicado a X . Simbslicamente,
¥y =AX

Entonces los numeros AJYt son las componentes del
operador lineal A (o de la funcldén vectorial @) en el sistema
coordenado €%. De (1) resulta que Aji es 1la componente
t-ésima del vector A &j.

Lo mismo que ocurre con los vectores, con un operador
lineal tiene con frecuencia una significacién fisica
Independiente de un determinado sistema coordenado, y pueden

estudiarse con independencia de un sistema particular.
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