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FUNCIONES DE GREEN Y SUS APLICACIONES



PROLOGO

La intencion del presente escrito es solamente mostrar 1la
utilizacidén de las Funciones de Greén en la solucidén de problemas
de valores en la frontera en los gue aparecen ecuaclones
diferenciales no homogéneas © bien ecuaciones diferenciales
homogéneas pero con condiciones frontera o condiciones iniciales
nce homogéneas.

En sus primeras siete partes se trata un poco acerca de la
presentacién y propiedades de las Funciones de Green, asi como
también de algunos de 1los métodos gque existen para obktener 1la
Funcién de Green de un problema de valores en 1la frontera
determinado.

La parte principal del presente escrito lo constituye 1la
dedicada a las aplicaciones de las Funciones de Green para la
solucién de problemas. En tal parte, la numero VIII, se presentan

doce ejemplos, en forma de problemas con su respectiva solucidn.



En tales problemas se aplican las principales ideas
mencionadas en las partes anteriores , lo que sirve como una
ampliacién de las ideas tratadas en tales partes.

En algunos de 1los ejemplos presentados, el desarrcllo
matematico correspondiente se muestra con mucho detalle, mientras
qgue en otros, solamente se menciona la forma en la que se llega a
determinada expresion o resultado, sin mostrarla.

Y yva que sobran palabras y falta tiempo para expresarlas,
solamente diré que espero gque el presente escrito muestre aunque
sea en parte, la grata impresién que dejd en mi el hecho de saber
de la existencia, propiedades y sobre todo aplicaciones de las

Funciones de Green.

MARTIN RICARDC BARRON FELIX
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INTRODUCCION
Una dgran cantidad de las leyes generales que gobiernan los
fendmenos de la Naturaleza son facilmente expresables utilizando
el lenguaje de las ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, 1la
simple caida de un cuerpo la podemos representar aproximadamente

mediante la ecuacién diferencial :

2
md_lgi)__ng;_kM = 0

dt dt
donde "m" es la masa del cuerpo, "y(t)}" es la distancia recorrida
por el cuerpo a partir del punto donde inicié su movimiente, "g"
es la aceleracién debida a la atraccidén gravitacional, "“k" es una

constante de proporcionalidad para la velocidad y "t" es el tiempo
que el cuerpo lleva moviéndose.

Esta ecuacidén diferencial es de las llamadas ecuaciones
diferenciales 1lineales ordinarias, esto uUltimo por contener
soclamente una variable independiente (en este caso el tiempo "t").

Otro ejemplo del uso de las ecuaciones diferenciales en 1la
descripcidon de un fenédmeno fisico lo tenemos en la llamada

ecuacion unidimensional de onda :

gPu(x,t) _ 1 du(x,t)

6x2 02 at2

la cual nos representa las vibraciones transversales de una cuerda
homogénea, estirada mediante una tensidén "T"; siendo "u(x,t)" el
desplazamiénto transversal de la cuerda en el punto "x" al tiempo
"gn; la cantidad "cZn equivale a "T/p®, donde "“p" es la densidad

lineal de masa de la cuerda.



.a anterior ecuacién diferencial es de las 1llamadas
ecuacicones diferenciales lineales parciales, pues contiene mas de
una variable independiente (en este caso "x" y "t"). )

Asi como en los dos ejemplos anteriores, una amplia variedad
de proklemas fisicos estd relacionada con ecuaciones diferenciales
lineales, tanto ordinarias como parciales y en particular, con
ecuaciones diferenciales lineales de s=egundo orden.

Tanto las ecuaciones diferenciales ordinarias como las
parciales, se pueden dividir también en ecuaciones diferenciales
homogéneas y ecuaciones diferenciales no homogéneas, siendo la

forma general de una ecuacién diferencial 1lineal, ordinaria, no

homogénea, la siguliente:

Arx) BY dy _
(x) —5— + B(x) == + C(X)y = D(x)
dx dx

Esta ecuacidén se convierte en homogénea en el caso en que la
cantidad “"D(x)" sea nula.

Tanto para las ecuaciones diferenciales homogéneas como para
las no homogéneas, se han desarrollado diversos métodos de
solucién, entre los cuales se encuentran, para el caso de las
ecuaciones no  homogéneas, los siguientes: el meétodo de
coeficientes indeterminados, el método de variacién de parametros,
el método de la Transformada de Laplace, el método de la Funcidn
de Green , etc.

Precisamente, el presente escrito se refiere a las Funciones
de Green, sus propiedades y, principalmente, sus aplicaciones en

la solucidn de problemas no homogéneos, teniendo en cuenta gue un



problema puede ser no homogéneo tanto por su ecuacidén diferencial
como por sus condiciones frontera. Este ultimo punto significa que
un problema no homogénec puede estar formado por una ecuacion
diferencial no homogénea y c¢ondiciones frontera homogéneas o
bien, por una ecuacién diferencial homogénea y condiciones
frontera no homogéneas. Para cada uno de estos casos se puede
tratar de resolver el problema mediante la construccién de una

apropiada Funcidén de Green.



PRESENTACION Y PROPIEDADES

Las Funciones de Green reciben tal nombre en honor a su
descubridor, el inglés George Green ( 1793 - 1841 ), guien las dié
a conocer en el afno de 1828 en su obra "Essay on the Application
of Mathematical Analysis to the Theories of Electricity and
Magnetism". Sin embargo tal trabajo fué desdefiado y casi
completamente ignoradc hasta su reimpresidénm en el afio de 1846.

Para empezar, consideremos el problema de resolver la

siguiente ecuacién diferencial lineal nc homogénea:t
A
L{u(x)} - afu(x)} = £(x)

definida en un cierto dominioc D, siendo L un operador diferencial
Hermitiano , A una constante y con 1la funcién u(x) sujeta a
condiclones frontera homogéneas*.

Para resolver la ecuacioén diferencial, representaremos tanto
a u(x) como a f(x) mediante series de las eigenfunciones ¢n(x) del

N
operador L , de la siguiente manera:
u(x) = ‘Iz? Cn pn(x) P f(x) = %! dn ¢n(x).
Sustituyendo estas expresiones en nuestra ecuacidn

diferencial, tenemos:

L{ S cn gn(x) } = A{ 5 cn gn(x) )} = Z dn pa(x)
perc @ ﬁ{ gn(xX) )} = An @n(x) , donde An es un eigenvalor del

~
operador L.Entonces:

%: Cn f.{ en(X) )} - %: Cn A @gn(X) } = E dn ¢n(X)



Continuando con las operaciones tenemos:

Z Cn An gn(x) - Z cn X pn(x) } = X dn Pn(xX)
§ Cn (An — A) ¢n(xX) = § dn ¢n(X)

% {¢n (An = A) — dn} @gn(x) = 0

Ahora, considerando gque las eigenfunciones ¢n(x) son linealmente

independientes, podemos decir que :
cn (An — A) — dn = 0

por lo gue ©n esta dado por:

_ __d9n
An — A

Por otra parte, consideremos la expresidn :

f(x) = § dn @n(x)

Multiplicando ambocs lados de esta expresién por

on’ (%) e

integrande 1la expresién resultante sobre todo el dominio D,

tenemos:
Iy o (x? ) E(x’)dT! = Iy £ prr (x*)dn @n(x’)dr’
Yy obtenemas:
S, pn(x7) E(x7)dT = aw

donde hemos hechao uso de la propiedad gque

eigenfunciones del operador diferencial L de ser

tienen las

un conjunto



completo de funciones cortonormales. Por lo tanto podemos declir que
dn esta dado por :

= ID ¢:(x’)f(x’)dr’.

Sustituyendo este uUltimo resultado en la expresidén obtenida
para cn, tenemos :

Iy on(x’) £(x’)dt’

An = A
Por lo gue la solucidn para nuestra ecuacién diferencial no

homogénea nos queda:

z { I {Dn(x JE(x?)dt’
An — A

u(x)

} pn(X)

intercambiando el orden de integracidén y suma:

u(x) f{ } wnjx ) on 0) } f(x)dt’

Lo gue también podemos expresar como :

u(x) = I G(x|x’)£(x’)dr’
D
Donde a : wz(x’)wn(x)

G(x|x*) = E

n

An — A

Fal

se le llama "FUNCION DE GREEN" del operador diferencial L.
Notese que G(x|x’) estéd determinada por el operador
diferencial (frecuentemente Hermitianc), un cilierto dominio D Yy

condiciones frontera apropiadas.



Ahora, en la expresién encontrada para u(x) hagamos £(x)

igual a §8(x - xXo), de donde obtenemos:

u(x) = IG(x|x’)6(x - Xo)dT = G(x%|xX0)
D
Por lo que podemos afirmar que G(x|x’) es la solucién de la

ecuacisén

LG(x|x’) - AG(X|X’) = &(x - x’)

sujeta a las condiciones frontera apropiadas.

La Funcidén de Green tiene entonces un significado fisico muy
simple : Es la solucidén para el problema planteado para el caso de
una "FUENTE PUNTUAL UNITARTIA" S8(x-x') en el punte x = x’.

Debemos mencionar que si en la férmula obtenida para G(x|x’)
ocurre gue an = A, la Funcion de Green se indefine, y la soluciodn
de nuestre problema, la funcién u(x), por 1lo regular, no

Pl

existe. Hay que decir también que la expresidén :

Pn (X ) g (X)

G(x|x*) = E

0

An — A

se conoce con el nombre de FORMULLA BILINEAL de la Funcion de
Green.

Veamos ahora algunas de las propiedades que posee la Funcidén
de CGreen:

a).- La propiedad de UNICIDAD, dgue simplemente nos dice que
para un operador diferencial dado, un dominio determinado vy
condiciones frontera especificadas, si la Funcioén de Green existe,

entonces es Unica.



b).= La propiedad de SIMETRIA. Para analizar esta propiedad,

consideremos la siguiente ecuacidn diferencial parcial:

v-[ p(r)vy(r)] + g(r)y(r) = - £(r) (1)

la cual podemos considerar como una versidén tridimensional de 1la
ecuacidn de Sturm-Liouville. Ahora, si G(r|ri) es la Funciodn de
Green gque corresponde a este caso, debe cumplir la anterior

ecuacidén para el caso de una fuente puntual, o sea :
V-[ p(r)ve(r|r1)] + q(r)G(r|r1) = - &(r-r1) (2)

que corresponde al caso en gue tenemos una fuente puntual unitaria
en r = ri.

Por otra parte, sea G(r|rz2) una Funcién de Green gque también
cumple con las condiciones del proklema planteado, pero con la
diferencia de que ahora tenemos colocada la fuente puntual

unitaria en r = r2 ; G(r|r2) cumple entonces con la ecuacion :
v-[ p(r)ve(r|rz)] + q(r)G(r|rz2) = - &8(r-ra) (3)

Multipligquemos ahora 1la ecuacidn (2) por G(r|rz) y la
ecuacioén (3) por G(r|ri), realizando luego la resta entre estas

dos ecuaciones obtenemos :
G(r|r2)V-[ p(r)vG(r|r1)] - G(r|r1)V-[ p(r)vG(r|rz)]
= ~G(r|rz2)s(r-r1) + G(r|r1)d(r-r2)

Si ahora integramos ambos lados de la anterior expresidn



sobre un volumen V gue contenga tanto a ri1 como a rz2, tenemos:
I{G(r|rz)v-[ P(r)vG(r|ri1)] - G(r|r1)v-[ p(r)VG(r[rz)]}dr
- —I{G(r|r2)8(r—r1)}dt + I{G(rlrﬂ&(r-rz)}d‘c
= - G(ri|rz) + G(rzjr1)

Pero la integral de volumen del lado izquierdo del signo de
igualdad la podemos transformar en una integral de superficie si

utilizamos la llamada "Segunda formula de Green" :

J (pv-Vx — 2V-Vp ) @V = § ( @Vx - xVp )-dS
YOL SUPpP

por lc gque obtenemos:

§{G(r|r2)[ p(r)ve(r|r1)] - &(r|r1) [ P(r)VG(r|r2)]}'ds
= - G(ri|rz) + G(rz|r1)

pero, por la propiedad de unicidad, tenemos que las funciones
tanto G(r|rz2) Y G(r|r1) como sus respectivos gradientes
deben coincidir sobre la superficie de integracicén S , de forma
gue la integral de superficie de la expresidén anterior se anula
(lo gque también ocurre si tenemos la condicién frontera de que la

Funcidén de Green se anule sobre S), cbteniendec de esta manera que:
G(ri|rz) = G(rz|ri1)

lo gque significa gue la Funcidén de Green es simétrica bajo el

intercambio de las variables ri1 y rz2. El significado fisico de 1lo



anterior es que el efecto producidc en el punto ri1 por una
fuente puntual unitaria colocada en rz , es el mismo efecto
producido en el punto rz por una fuente puntual unitaria
colocada en el punto ri. La aseveracidn anterior es llamada
RELACION DE RECIPROCIDAD.

Notese que esta relacidén de reciprocidad establecida en base
a la simetria de la Funcidon de Green , se obtuvo considerando una
ecuacién del tipo de (1), por lo que no necesariamente se aplica
para otro tipo de ecuaciones.

Ecuaciones del tipo de (1) son, por ejemplo: la ecuacidén de
Helmholtz, la ecuacién de Poisson, la ecuacidén de Laplace, etc.

c).- Ahora consideremos lo que podemos llamar la propiedad
RESOLUTIVA de la Funcidén de Green. Para esto consideremos 1la

siguiente ecuacidén diferencial no homogénea :
Fal
L y(r1) = —-f(r1)

Trataremos de resolverla determinando la Funcidn de Green
correspondiente. Para esto, planteamos primero que la Funcién de
Green que buscamos, es la solucidén de la ecuacidén diferencial
planteada al principio, para el caso de una fuente puntual
unitaria, esto es, la Funcioén de Green gue deseamos determinar
cumple con :

Pl
L1 G(ri|r2) = =-8(r1 = rz)

ademas de ciertas condiciones frontera de las que nos ocuparemos

Pl Fal
mas adelante. Li significa gue L opera sobre ri.

10



A
Supongamos gque el operador L tiene la forma :
A
L1 = V1-[ p(r1)vi] + g(ri)
de modo que, si aplicamos la Segunda férmula de Green :

I[v(rz)ﬁzu(rz) - u(rz)ﬁzv(rz)]dtz
YOL

= fp(rz) [v(rz)vau(rz) - u(rz)Vav(rz)]-dsz
SUP

haciendo u(rz2) = y(rz) Yy v(rz) = G(rijr2), tenemos:

F[-6(rt|r2)f(r2) + y(r2)s(r1 - rz)jdrz
VOL

= §p(r2)[G{r1|r2)Vay(r2) - y(rz)VzG(r1|r2)]-dsz
SUP .

Realizando la integracidén del término gue contiene 8(ri1 - raz)

obtenemos:

- JG(ri|r2)f(r2)drz + y(ri)
VoL

= fp(rz) [G(ri|ra)Vey (r2}) — y(r2)vVaG(ri|rz)]-dsz
SUP

donde hemos considerade que el volumen de integracidén contiene al

bpuntce r2. Ahora, si ordenamos 1los términos de la expresién

anterior, tenemos:

y(ri) = JG(ri|rz)f(r2)dtz + fp(ra) [G(ri|rz)Vzy(rz)]-dsz
voL SUP

- §p(rz2) [y (ra2)vzG(ri|ra)] -dsa. (2)
SUP

11



que podemos considerar como la solucién general a nuestro
problema, pero teniendo en cuenta que todavia no hemos
especificado y mucho menos tomado en cuenta las condiciones en la
frontera, por lo que la Funcidén de Green que buscamos, aun no esta
completamente definida. Por lo regular, las condiciones frontera
para cada caso en particular nos daran soluciones diferentes, como
a continuacidén se muestra con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1 : Si en nuestro problema, la ecuacidén diferencial
es no homogénea, mientras gque las condiciones frontera son
homogéneas del tipo de Dirichlet (lo que significa gue la funcidn
debe anularse en la frontera), es razonable esperar que la Funcidn
de Green correspondiente también cumpla con tales condiciones en
la frontera. Por lo tanto, (4) nos queda en este caso como sigue:

y(ri1) = JG(ri|rz)f(rz2)dr:z
voL

(Ver * en péginav?)

Ejemplo 2 : §8i ahora nuestra ecuacién diferencial es
homogénea, con condiciones frontera no homogéneas del tipo de
Dirichlet (la funcidén no se anula en la frontera), podemos escoger
que nuestra Funcién de Green cumpla la ecuacidn diferencial no
homogénea y condiciones frontera homogéneas del tipo de Dirichlet,
de manera que ,en este caso (4) nos queda :

y(ri) = $p(rz) [y(rz)vzG(ri|rz)]-dsz
SUP

12



que también podemos escribir como :

y(ri1) = $p(r2)g(ri|r2)y(rz)ds:z
SUP
donde g(ri|rz) = Vv2G(ri|ra) ez llamada Funcién de Green para
condicién frontera. Como puede apreciarse, g(ri|jrz) es la

componente normal del gradiente de la Funcidén de Green pues :
V2G (ri1|rz) -dsz = G 3s2
anez

donde n2 es la normal unitaria a la superficie de la frontera.

Ejemplo 3: Si nueétro caso es ahora el de una ecuacidn
diferencial no homogénea, con condiciones frontera homogéneas del
tipo de Neumann ( la componente normal del gradiente de la funcidn
se anula en la frontera), podemos escoger nuestra Funcién de Green
de modo dque cumpla con la misma ecuacién diferencial no
homogénea, pero debemos tener cuidado al escoger la condicidn
frontera pues si , por ejemplo , escogemos que la Funcidn de Green
también cumpla las condiciones frontera homogéneas de Neumann,
tendremos lo siguiente:

Si tomamos la ecuacicn diferencial no homogénea con la cual
cumple G(ri|rz) e integramos sobre un volumen V gue contenga al

punto rz2, obtendremos

H:Vz-[ p(ra)VzG(m[ra)] + g(rz2) G(r1|r2)}d‘ca = I{—a(ri—rz)}dta

VOL YOL

Iq(rz) G(ri|rz)drz = -1

v

13



lo gque no se cumple , si por ejemplo , g(r) = 0 . Entonces, no es
conveniente que la Funcidén de Green gue buscamos cumpla con la
condicién frontera homogénea de Neumann. Podemos tratar en
cambio con la siguiente condicidén frontera : Que 1la componente
normal del gradiente de G(ri|rz) sea igual a una constante ( C )
sobre la superficie frontera,

De esta forma obtenemos:

f va-[ p(r2)vaG(rilrz)] + q(rz) G(rilrz)}dtz = I{-a(ri—rz)}dtz

YOL YOL

I v2-[ p(r2)C + g(r=) G(r1|r2)}dtz = -1
VoL

Aplicando el Teorema de la Divergencia:

§p(r2)CdSz + §q(rz} G(ri|rz)dsz = -1
SUP SUP

de donde podemos obtener :

‘§Q(r2) G(ri|rz)dsz + 1

SUP

§p(r2)dsz

SUP

Por lo tanto, tenemos que (4) nos dqueda finalmente:

y(ri) = JG{ri|r2)f(r2)dtz - CFfp(rz2)y(r2)dsz
VoL SUP

Es interesante ver qué forma toma la anterior expresidén para

algunos casos especiales; por ejemplo, si la funcidn p(r) es igual

14



a la unidad, la solucidn es :

y(ri1) = JG(ri|rz)£f(rz2)drz - Cfy(rz2)dsz
VoL SUP

con C dada por:

‘§Q(r2) G(ri|rz)dsz + 1

SUP

A

donde se ha sustituido § dsz por el area A de la superficie
sup

sobre la que estamos integrando.

Si ademds tenemos que g(r) es igual a cero , nuestra ecuacién
original se convierte en la ecuacidén de Poisson, y la solucidn
toma la forma:

y(ri1) = SG(r1|rz)f(rz)dta —%:fy(rz)dsa
VOL SUP

lo gque también ocurre si a la Funcidén de Green le imponemos la
condicidén de gue se anule en la frontera.

Notese dque el segundo teérmino de la derecha de nuestra
solucidn no lo podemos evaluar hasta que conozcamos a y(r); sin
embargo, dicho término es una constante. Asi que la expresidn
anterior, nos da la solucidén a nuestrc problema excepto por una
constante, lo gque es aceptable para muchos problemas fisicos,

tales como los relacionados con potenciales electrostaticos.

15



FUNCION DE GREEN PARA UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARDIA NO

HOMOGENEA DEL TIPO DE STURM - LIOQUVILLE.

Consideremos la siguiente ecuacidén diferencial:

a2 [P0 gL ] - seay = £

sujeta a ciliertas condiciones frontera. Vamos a resolverla

determinandoe la Funcidén de Green correspondiente.

Primeramente planteamos la ecuacidén para la Funcidén de Green:

= [p0 & | - stwe = sx-0)

que corresponde al caso de una fuente puntual unitaria colocada en
el punto x = £. Podemos esperar gue la Funcidén de Green que

buscamos, sea continua en x = £; pero no podemos esperar 1o mismo

de la derivada de G en el mismo punto. Para checar esto,

integraremos la ecuacidén diferencial planteada para G(x|£) entre

log limites x =& - ¢ y x =& + ¢ :

fj:{gg [P(x) =y ] - s(x)G}dx ~ Jzi:B(x-g}dx
[ P(X)-gg Jzi: - jif:s(x)de = 1

en®*el limite cuando £ tiende a cero, la integral se anula, pues

tanto la Funcién de Green como la funcidn s(x) sSe sSuponen

continuas en x = £ , por lo que hos queda @

| p) 55 ]8+0— [ p(g) 38 ]g_o =1

16



en el limite cuando £ tiende a cero. Esta expresidén también puede

escribirse de la siguiente forma:

dG dG
| S| - S ]-:
dx £+0 dx £-0
por lo gue tenemos :
4G _ dGl _ 1
dx ax -
£+o £-0 p(£)

De esta ultima expresioén, concluimos que -%g tiene un salto

de discontinuidad en x = £ cuya magnitud es de LS
p (&)

Por otro lado, supongamos que nuestro problema esta planteado
en el intervalo [ a , b ] , con a < £ < b ¥y que también
tenemos las dos funciones u1(x) y uz(x) dque cumplen con 1lo
siguiente :

G1(x]€) = ciu1(x) satisface la ecuacién diferencial para G en

el intervalce a = x < £, junto con la condicioén frontera en x = a.
G2(x|£) = ceuz(x) satisface la ecuacién diferencial para G en
el intervalo € < x = b, junto con la condicién frontera en x = b,
Por lo tanto, la Funcién de Green gque buscamos puede ser
expresada en términos de ui(x) y uz2(x), en forma seccionada , como

se muestra a continuacién:

ciul (X) , A
coster = |

1A

X < £

1A

cauz (%) ¢ £ X < b

Veamos ahora qué relacioén debe haber entre las funcicnes w y
uz , asi como los valores gue deben tener las constantes ¢©1 Y c©2

para gue la Funcidén de Green exista.

17



Primeramente aplicaremos la condicidn de continuidad de la

Funcion de Green en el punto x = £ , de lo que obtenemos:

c1u1(€) = cz2uz(f) (5)

Por otra parte, aplicando la condicidén del salto de

discontinuidad de la derivada en el punto x = £, tenemos :
] ? 1
c2uz2(g) — ciar(€) = (6)
p (&)

Resolviende (5) Y (6) simutédneamente, obtenemos :

_ _u2(f) - _ui(&)
c1 W(E)D (E) Y c2 W(E)DP (%)

donde

W(E) = wi(£)uz(g) - uz(&)ui(£)

es el Wronskianc de las funciones ui(x) y uz2(x) evaluado en el
punto . x = £.

Podemos decir entonces que si el Wronskiano de las funciones
ui(x) y uw2(x) no se anula en el punto x = £ , la Funcidn.de Green

para nuestro caso existe, y esta dada de acuerdo a la siguiente

expresién:
uz (&)u1 (x) -
W r A = X < g
c(x|g) = Ezzp‘f’) (7)
ui uz (x -
wep(g) S <x=0P
Si llegara a ocurrir que ui(x) = kuz(x) , donde k es una
constante, entonces tendriamos que W(f) = 0 ¥ la Funcidn de Green

no existiria, por lo que podemos afirmar gque si las funciones u y
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uz2 no son linelmente independientes, la Funcidén de Green , en ese
caso, no existe.
De la férmula anterior para G, podemos notar gue se cumple la

propiedad de simetria, es decir :

G(x|&) = G(£]x)

lo que era de esperarse tomando en cuenta que estamos trabajando
con una ecuacién del tipo de Sturm-Liouville.
La solucidén a nuestro problema gueda entonces expresada de

la siguiente forma:

b
y(x) = J G(x|g) £(€) dg (8)

La utilizacidén de la férmula (7) es posible, siempre y cuando’
se conozcan las soluciones para la ecuacidén diferencial homogénea
correspondiente y gue eésta sea del tipo de Sturm-Liouville. Pero
de cualquier manera, la Funcidén de Green también puede ser
construida por otros métodes , uno de leos cuales consiste en
determinar su expansidén en términos de una serie de funciones
ortogonales apropiadas. Como ejemploa de esto, consideremos el
problema consistente en 1la siguiente ecuacién diferencial no
homegénea @

dY _ £(x)

sujeta a las condiciones frontera dadas por :

y(0) = y(L) = 0 .
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Debemos entonces obtener una Funcidén de Green que satisfaga

la ecuaciodn:

2
45 - 5(x-6) (9)
dx

y las condiciones frontera :
G(0)€) = G(L|E) =0

lo que nos sugiere gue podemos intentar representar a G(x|&)

mediante una serie de Fourier de tipo senoidal, tal como la que a

continuacién se muestra:

co

G(x|€) = ) wa(&)sen(2FH (10)

n=1

Con G(x|£) dado de esta manera, se cumplen las condiciones

frontera homogéneas mencionadas arriba.

Ahora, calculando la derivada de G(x]£) a partir de su

expresién en términos de una serie senoidal de Fourier, tenemos :
e_2

l n'n ]wn(g)sen[nnx]
2 L

i L

mientras gue para la delta tenemos :

~18

d [G(xls)] -

dx2

n

3 (x-g) = E %sen F%&';] senE%

n=1

Sustituyendo en 1la ecuacién diferencial 1las expansiones
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obtenidas :

D= een(rr) = ) pren(gSaeniepy

Crdenando términos:

(&5
EE o - foonfop frenfep

De esta tltima expresién podemos plantear:

2_2
-n'mw _ 2 nneE _
HV"(E’ Len LJ = @
L
por lo que n(£) nos queda:
-2Lsenrngg
(g) = 5 -
n°m
Mientras que para G(x|&) obtenemos :
% nif)
sen
2L L nn
G(x|£) = - 2} _ sen[—LZq (11)
LA n

Podemos decir entonces que la solucién a nuestro problema

estd dada por la siguiente expresiodn:

y(x) = - 2—2‘} § 5— sen{il%ftﬁ)d& (12)
[¢]

n n=1

lo que verificaremos a continuacidn.

. dy
Primeramente, calculemos ax ¢ para 1o cual haremos uso de
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la siguiente férmula:

d b(z) b(z}a +
o azmat = [ 2928 ar 1 g1z2,0(2) 12 - g[z,a(z) 1922
a(z) a(z)
La derivada nos gueda entonces:

L @ nng*

dy 2L I § L [nnx]

- = cos £(£)dg

dx n2 ne
0 n=1

Calculando ahora la segunda derivada :

2 25 nEE%gasen nEx £(£)ag

day
dx”

O &—

n

Pero

8 (x—-§&) = } %senPE%sen{ﬂE—xJ
n=1

Por lo que tenemos:

a’y

dx2

= [ sx-ore®ag = £

Lo gue demuestra gue (12) es la solucién de nuestra ecuacién

Ya qgue también cumple con las condiciones y(0) = y(L} = 0.

22



FUNCIONES DE GREEN EN DOS Y TRES DIMENSIONES

Consideremos de nuevo la ecuacion (4)

y(r1) = JG(ri|rz)f(rz2)dtz + fp(rz) [G(ri|r2)Vay(rz)]-dsz
voL sup

- §p(rz2) [y(r2)vaG(ri}rz)] -dsa. (1)
sup

la cual es nuestra solucidn para una ecuacién diferencial del tipo
[Vi- [ p(r1)¥1] + a(r1)]y(r1) = -£f(r1)

A continuacién consideraremos dos casos especiales de 1la

anterior ecuacién y veremos gqué forma adopta la Funcién de Green

correspondiente. Primeramente, si p(ri) = 1 Yy g(ri) = 0,

nuestra ecuacién diferencial se convierte en :

sz (r1) = -£(r:)

la cual es la llamada ecuacidn de Poisson.

La Funcién de Green correspondiente debe cumplir con :

VZG(mlrz) = =8(r1 - rzj

Si integramos ésta ecuacidn scbre una pequeiia esfera centrada

en el punto rz2 y cuyo radio es 1riz = |r1 - rz2| obtenemos:

IVZG(r1[r2)dt1 = Ia(rl - rz)dt: = =1
voL voL '

lo gue también podemos expresar, utilizando el Teorema de la
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Divergencia, como :

§VG(r1|r2)'dSI = -1

suP

Llevando a cabo la integracidén obtenemos:

3G (r1|ra) o (p12)% = -1
driz

8G(ri|rz2) _ - 1 5
driz 41 (1raz)
8i integramos ésta dltima expresioén obtenemos :

1

G(rifra) = am[ri-ra|

gue es la Funcidén de Green para la ecuacidn de Poisson para el

caso tridimensional . La solucidén gueda entonces :

-1
y (r1) =I —— £(rz2)dzz
VDén]r1 r2|

Esta funcidén cumple con la condicidén frontera que nos dice
que la funcidén se anule en o.

Nuestro siguiente ejemplo se refiere también a la ecuacidn
diferencial de Poisson, perc ahora en dos dimensiones.

IL.a Funcioén de Green continda cumpliendo con
vic(rifrz) = -8(r1 - rz)
de donde obtenemos, después de integrar , lo siguiente:

3G (r1]r2) opriz = -1
dgriza
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realizando en este caso 1la integracidon socbre una superficie

circular centrada en rz y con radic riz = | - rz|.

Integrando la ultima expresién cbtenemos :

G(ri|r2) = - —%E Ln|r1 - rzj
_ 1 -1
G(ri|rz) = T Ln|ri1 - rzj

G(ri|rz)

1 In 1
20 |r1—rz|

que es la Funcién de Green para nuestro caso bidimensional.
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FUNCIONES DE GREEN PARA CONDICIONES INICIALES Y CONDICIONES
FRONTERA NO HOMOGENEAS.
consideremos el siguiente problema:

Queremos rescolver la ecuacidén de calor unidimensional en el

intervalo de - « a + »« para "x" y desde 0 hasta » para "t":

g°u _ 1 éu

ox” a® at
sujeta a la condicién frontera de dque u(le , t) = 0 y 1la
condicidén inicial u(x,0) = f(x).

Primeramente, notemos que la solucidén para nuestra ecuacién
depende linealmente de la funcidén f£(x):; esto quiere decir que si
tenemos las funciones wi(x,t) y uz(x,t) gue son las soluciones
correspondientes a los casos en que la condicion inicial es fi1(x)
y fz2(x) respectivamente , entonces , Ciui1 + Cz2uz sera la solucidn
correspondiente al caso en que la condicidén inicial esta dada por
Cifr + Cafa.

Esta propiedad nos sugiere dque podemos buscar una funcién
g(x|£:t) tal que cumpla con la misma ecuacién diferencial parcial
‘que la funcién u(x,t) , junto con su condicién frontera, pero que

en cambio, su condicidén inicial esté dada por :

g(x]|&:0) = 8(x-£&)

de manera que la solucion a nuestro problema guede expresada como:

+ 00

u(x,t) = | g(x]gre)£(6)ag

-0
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donde a la funcién g(x|€;t) es 1llamada FUNCION DE GREEN PARA
CONDICIONES INICIALES.

Debido a las condiciones frontera dgue en este caso
tenemos, podemos utilizar el método de la Transformada de Fourier

para encontrar la funcidn g(x|£;t); si hacemos:

g.(kl€:t) = F{g(x]|&;t)}

obtenemos entonces, transformandoc la ecuacidn diferencial y la
condicidén inicial :

dgF

- _=2.2 .. - 1 ikE
3T " "k I (k|£:0) = —— e

Resolviendo 1la anterior ecuacién y aplicando la condicidn

inicial tenemos:

1 ikE 2Tkt
g.(k]git) = —— e'"~e™
{2n

Calculando 1la Transformada Inversa de Fourier de ésta

expresidn , tenemos:

2 2
g(x|g;t) = Frl{gF(kjg;t)} = 1 ~tx-£)7/aat

ama’t
Por lo tanto, la soclucidén a nuestro problema gqueda:

+ 0O 2 2
w(x,t) = I 1 e—m—g)/uat

-0 VvV 4ma®t

La comprobacidn de gue realmente ésta expresidén cumple con la

£(£)dg

ecuacidén de calor unidimensional puede hacerse, calculando las
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derivadas parciales respecto a e Yy respecto a b AL
correspondientes y luego sustituyéndolas en la ecuacidn mencionada

para verificar que se satisface. Eso es lo que a continuacién

haremos:
gu _ 1 (x—&:)zt—sxz _ 1t—3/2 —(x—§)2/4a2t
oo [4=% — e £(£)dg
-0 41‘[&2 <A

e 2 2
g% _ I 1 {-2(x;§)}e-u-§)/matf(g)dg

-0 V 4na2t 4a’t

+ 00
a°u - J 1 [(x-g)z_ 1 ]e-m-sfagft £(E)dE
ax’ - VIZE;EE a*t? 2a°t

Sustituyendo en 1la ecuacidon diferencial las expresiones
recién obtenidas, vemos que si satisfacen tal ecuacidén. En lo que
respecta a la condicidén inicial, si en la expresidén que obtuvimos
para u(x,t), hacemos t = 0, tal expresién se nos indetermina,
lo que nos indica gque la condicién inicial £f(x), debemos
interpretarla como un limite , al cual tiende u(x,t) , cuando la
variable tiempo tiende a cero (ya gque g(x|&:t) tiende a

8 (x-¢) cuando el tiempo tiende a cero).
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Ahora supongamos gue se nos plantea el siguiente problema:

De nueva cuenta tenemos la ecuacién de calor unidimensional,
pero ahora, la condicidén frontera solamente nos pide dgque 1la
temperatura en uno de los extremos sea finita y en el otrc sea una
funcién del tiempo; mientras que la condicidén inicial es que la
temperatura al tiempo cero sea cero, esto es , nuestro problema

esta formulado como sigue:

8u _ 1 au
ax” a® at
con las condiciones : u(o,t) <e@ ; u(o,t) = v(t) ; u(x,0) = 0.

Pero ya que podemos considerar que las condiciones iniciales
no son otra cosa que condiciones frontera para la variable tiempo,

pocdemos esperar que la solucién a nuestro problema sea expresable

COmo:

t

u(x,t) = I h(x:t]T)v(T)dT

o]
donde la funcién h(x:;t|r) es una Funcién de Green que podemos
1llamar FUNCION DE GREEN PARA CONDICIONES FRONTERA , la cual nos
representa la influencia de las condiciones frontera en 1la
solucién de nuestro problena.

Notemos que en la integral que nos da la solucidn de nuestro
problema , la integracidén se lleva a cabo sobre la variable tiempo
Y que el intervalo de integracién va desde cero hasta un cierto
tiempo "t", lo cual se debe ,por una parte, a ue suponemos gue la

funcién v(t) es nula para cualgquier instante anterior a t = 0; ¥y
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por otro lado, es de esperarse gque la funcidén u{x,t) no se vea
influenciada por v{t) para cualgquier T > t.

Para empezar a resolver nuestro problema, primero aplicaremos
a nuestra ecuacién de calor la Transformada Senoidal de Fourier
respecto a la variable "x", esto debido al dominio de la variable
mencionada (La Transformada de Lapiace es menos adecuada ya que no

conocemos el valor de la primera derivada parcial de u(x,t)

respecto a %, evaluada en ¥ = 0). Sea:
<o
Us(k,t) = Fs{u(x,t)} = ’% Ju(x,t)senkx ax
0
la Transformada Senocidal de Fourier de u{(x,t). Nuestra ecuacidn

diferencial transformada gqueda entonces:

dUs 2,2 _ 2J_2__

una vez que le hemos aplicado también la condicidon frontera.
La ecuacién diferencial para Us la podemos resclver mediante
la construccidén de una Funcién de Green apropiada, por ejemplo,

sea ¥(kst|r) una Funcién de Green gue es nula para t<t ,

que cumple con :
dy 2, 2 — |2 _

Y que para t>t cumple con la ecuacidén anterior en su version
homogénea, de modo que:

22
-a k t

7v(kit|Tt) = Ae (t > T)
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Si integramos la ecuacidén diferencial para 7, desde T-0 hasta

t+0 obtenemos el valor de la constante de integraciodn A:

22
A=eFT
asi que :
—a2k2(t—1:)
7(k:;t]T) = e (t > T)
Por lo tanto, Us nos gqueda:
t
2 2 -5 (-1
Us(k,t) = E Xa Ie v(T)dt (13)

0

Antes de continuar con la obtencién de u(x,t), comprobaremos
que ésta ultima expresidn cumple con la ecuacidon diferencial para
Us y con su condicién inicial.

Primero calculemos la derivada con respecto al tiempo:

t

22
dUs _ _[2 s 4, % t-D) F 2
JC = - K a Ie v(t)dt + - kav(t)
o
Ahora, si multiplicamos Us(k,t) por a“k? y se lo sumanos

a la derivada gue acabamos de calcular, obtendremos la ecuacidn
diferencial para Us(k,t), por lo que concluimos que (13) es la
solucidén de tal ecuacidn diferencial.

Por lo que respecta a la condicidén inicial Us(k,0) = 0, es
facil ver que (13) cumple con ella.

Ahora si le aplicaremos a Us(k,t) la Transformada Sencoidal

Inversa de Fourier para obtener finalmente la soclucidén a nuestro
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problema original.
[+ 1]

u(x,t) = E Us{k,t} senkx dk

0

oo t
u(x,t) = —ﬁ—azjlk senkx dkfe
o]

0]

22t
= v(T)dT

lo que también podemos expresar, despuéds de intercambiar el orden

de las integrales , de la siguiente manera:

£ o
2 2
u(x,t) = %azfv(r)dtfk senkx e % " Plgx
G o

Ahora, realizando la integral sobre k obtenemos:

t
2 2
u(x,t) = j .2 e X/ Ty pyarx (14)

o v ana®(t-t)3

Verificaremos que ésta expresion realmente satisface nuestra

ecuacion diferencial de calor:

t
du  _ J‘ v (T) -2x° " 1]3 -x2/4a2(t-'t)dr
ax 2
o v ama®(t-t)? 2T {(t°T)
2 , 3 2 2
8°u  _ f v{T) b4 _ 3x ]e ~x /427 (=T g
2 r 2 2
ax 5 ﬂnaz(t-r)a 4a (t-T) 2a”(t-1)

32



t
3 2 2
ou J' v (T) X 3% ]e -x" /4" (=T g

. 4a°(t-1)° B 2 (t-T)

o v ana®(t-t)°

Sustituyendo las derivadas parciales en la ecuacioén
diferencial,vemos que si la satisfacen, por 1lo gue podenmos decir
que (14) es solucidén de nuestra ecuacién unidimensional de calor.

Aqui otra vez debemos interpretar la condicion frontera dque

nos dice :

u(o,t) = v(t)

como un casco limite cuando x tiende a cero .

De la expresion para u(x,t) obtenemos gque nuestra Funcidén de

Green para condiciones frontera estd dada por:

2 2
hix;t|t) = e e X/t (T

4'nra2(t-'c)3

la cual, como vya se dijo, representa 1la influencia de 1las
condiciones de la frontera en la solucidén de nuestro prcblema.
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ESPECTRO CONTINUO DE EIGENVALORES

Aqui nos ocuparemos brevemente de 1lo gque ocurre con la
Férmula Bilineal de 1la Funcién de Green en el caso en que el
conjunto de eigenvalores del problema en cuestién resulte continuo.

Tal como ya se menciond, la Férmula Bilineal de la Funcidn de
Green es:

pn (X7 ) pn(X)

G(x|x’) = E

n

An — A

donde ¢n(X)Y An son las eigenfunciones Yy 1los eigenvalores
respectivamente de un cierto operador diferencial Hermitiano, A es
una constante y la sumatoria se lleva cabo sobre todos los valores
permisibles de n, tales que ,en éste caso, tenemos un conjunte
discreto de eigenvalores.

si el conjunto de los eigenvalores del operador
correspondiente al problema gque estemos tratando es continuc en
vez de discreto, es de suponerse que la sumatoria de la Férmula
Bilineal se convierta en éste caso en una integral. Veamos
tal situacidén en un caso particular:

Consideremos el problema de una cuerda infinita, estirada y
vibrando bajo la accidén de una cierta fuerza por unidad de
longitud gue varia arménicamente en el tiempo.

La ecuacidén que nos describe tal situacidn es:

3°u  _ 1 8%u _ _ f£(x)e’'®"

ax2 02 Bt2 T
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y la condicidén frontera requiere simplemente dque u(x,t) sea
acotada en todo punto.
Las soluciones dé nuestra ecuacidén diferencial las esperamos
de la forma:
u(x,t) = y(x,t)e ¥
de manera gue el problema se reduce a la ecuacidén diferencial

ordinaria:

2
d y + k§y= - fx)

dx2 T

donde ki = wz/cz'
La correspondiente Funcién de Green debe satisfacer la

ecuacién diferencial:
2
A G

+ XK3G = - & (x-£)
dx*®

En este caso buscaremos para G(x|£) una representacién en

forma de integral de Fourier, como se muestra a continuaciodn:

+ 00

1 -1k§
4_ I

271

It

G(x] &)

Aplicando 1la Transformada de TFourier a la ecuacion

diferencial para G(%|£) nos queda:

~K’g(k|g) + kﬁg(k|§) = o ikE
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de donde obtenemos:
1 e'*€

27 k2 - x°

gk|g) =

Aplicandole la Transformada Inversa de Fourier, nos gqueda:

+ 00
1 eikE -1kx
e T ] woe
g -

Por lo que hemos obtenido una representacidén integral de 1la
Funcién de Green ; la c¢cual podemos <c¢considerar como uha
generalizacién de la férmula bilineal (Las eigenfunciones para
nuestro problema estan dadas por ¢(x) = e:mx).

La sclucion de nuestro problema gqueda dada entonces por la

siguiente expresion:
+00 400

1kE kx
u(x,t) = sie “"tj [ = =S5 (€) akde

- 02

Podemos todavia simplificar un poco esta ultima expresion,
realizando la integral sobre la variable kX, pero esto es algo que

por el momento no realizaremos.
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CONSTRUCCION DE FUNCIONES DE GREEN MEDIANTE EL METODO DE IMAGENES.

Algunas veces nos encontramos c¢on c¢iertos problemas de
valores en la frontera , tales que los podemos Vver como casos
especiales de otro problema &a resuelto, del cual podemos tomar su
solucidn y adaptarla a nuestro problema para llegar a su
solucidn.

Un ejemplo de estos casos es cuando tenemos resuelto un
determinado problema para un ciertce dominic de la variable
independiente y se nos presenta otrc problema con condiciones muy
similares pero con su dominio diferente : el dominio del nuevo
problema es una de las mitades del problema vya resuelto de
modo gque podemes tratar de hacer una exteﬁsién apropiada
(simétrica o© asimétrica) de la solucién del problema ya
conocido, que es valida para el dominio completo de la variable
independiente, sobre la mitad del dominic correspondiente al nuevo
problema.

El tipo de extensioén gue se haga de la solucidén ya conocida
dependera de la condicién impuesta en la frontera entre las dos
mitades del dominio del problema ya resuelto.

Lo anterior significa lo siguiente:

Si tenemos 1la condicién de que 1la funcidén buscada debe
anularse en la frontera entre los dominios, la extensién de 1la
solucidén ya conocida se realizara asimétricamente. -

Si tenemos la condicidén de que la componente del gradiente

normal a la frontera entre los dominics debe anularse en tal
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sitio, 1la extensién de 1la solucién ya conocida se realizara

simétricamente.

Recordemos que si tenemos la funcidén f(x) definida para x>0 ,

y deseamos extenderla asimétricamente sobre la regién x<0 , nos
quedara :
£(x) £f(x) sl x > 0
-f(-x) s x <0

mientras que si deseamos extenderla simétricamente ocbtendremos:

£ (x) si x > O

£(x) =
F(—-x) si x < 0O

Estas ideas constituyen el llamado METODO DE IMAGENES , el
cual podemos usar en la construccién de Funciocnes de Green, tal
como se muestra en el siguiente doble ejemplo:

De nueva cuenta consideremos el problema de la ecuacidén de
caleor unidimensional planteado en la pagina 26, con todas sus
condiciones excepto gue ahora el dominio de x va desde cero hasta
+ w, esto es, el problema es ahora el de una barra semiinfinita.

La solucién que obtuvimos anteriormente es:

=+ 00 2 2
utx,t) = [ —2= ™" £rgjag

-w Vv 411'&21:

vadlida para el intervalo -o < X < +o.
Si ahora se nos plantea el mismo problema para la parte del
dominio donde x es mayor que cero Yy ademas se requiere que 1la

solucién se anule en el punto x = 0, lo gque haremos sera extender
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asimétricamente la solucién obtenida anteriormente, de modo que

obtenemos:

+ 20 0
u(x,t) = I _f{g) e—(x-E)ZMazt ae + J -£(-£) e-(x-Ele.azt ae

o Vv 4na2t -w ¥V 4na2t

+ 02 Q
uex,t) = [ LEL o e’ o [ Lo o 0E N ety

o Vv 4na2t o VvV 4ama®t

donde hemos cambiado la wvariable de integracidén en ‘la segunda
integral : -£& = £’ ; ahora, invirtiendo los limites de integracién

también en la segunda integral , haciendo €&’ = £ vy agrupando:

+ @ + 0

u(x,t) = I _f(g) e-(x—S)Z/.aazt a& - I £(&) e'(’"g)z“a‘ztdg

o v 4ama®t oV 4na2t

+

u(x,t) =J _£(€) {e-(x-832/4a2t _ e—(x+§)2/432t}dg

o Vv 4na2t

que es nuestra solucidén para el intervalo x > 0, que cumple con
la condicidén de ser nula en el punto x = 0, lo que es facil de
verificar.

85i ahora, para este mismo problema se nos cambia la condicién
en el punto x = 0, de modo que no sea la funcidén la que se anule
en tal punto sino su derivada respecto a x, lo gue hacemos es

realizar una extensidn simétrica de la solucién para el problema
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de la barra infinita sobre el intervalo x < 0 :

+ 0o o
u(x,t) =I _f(£) e“x‘E’E/*lazt ag _|_J' £(-¢) e—(x—gizmazt ag

o Vv ama‘t o v ama®t

+ 03 0
a(x,t) =I _f(g) e'(x-E)2/4a2t dE + J‘ —f£(E7) e-(x+€')2/4a2t.dg,

o Vv 4na2t - V 4na2t

+ 0 0

uex, vy = [ EEL o eB T g =1 S

o Vv 4na2t -V 4na2t

u(x,t) = I ﬂ_ e—(x—§)2/4a2t dE"+ J‘ £€(&) e_(x+£]2f432tdg

o Vv 4n62t o v ama®t

u(x,t) = J' £(£&) {e—(x-g)zf&azt - e-—(x+£)2/4a2t}d€

o Vv 4na2t

que es nuestra solucidén para este segundo caso.
Para verificar gue cumple con la condicién en

calculemos primero su derivada respecto a x:

+ 00
- 8u _ I f(£) { -2 (x—E)e-(x—E)z/aazt + =2 (){+§)e—(::4-5)2/4a.2t}dE
ax 2 2

5 /4na2t 4a”t 4a" t

Ahora:
+e 2 2 2 =z
dul| _ J‘ £f(&) -2(0—€)e-<0—§) st -2(0+§)e—(o+§') /4a t ae
x| 2 2
%<0 O /4na2t 4a"t 4a"t
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Obtenemos:

+ 00
2
i [ _£6) { g, _-€ & t}dg
ax > 5
x=0 0 v 4ma®t 4a’t 4a’t

af [ emif s, ol
E o 1 41ra2t da"t 4a™t

Donde podemos ver claramente gue la condicién en el punto

frontera x = 0 se cumple.
Con el fin de comparar , las soluciones obtenidas son

listadas a continuacién:

Para el caso de la barra infinita:

+ 00 2 2
u(x,t) = f L e R £(g)ag

-~V 4rta2t

Para la barra semiinfinita con u(0,t) = 0:

+ 00

u{x,t) = J. _fE) {e"x'g)zﬂlazt - e-(x+E)2/4azt}dE

o Vv 4na2t

Para la barra semiinfinita con 38u/8x = 0 en x = 0:

+ 00

u(x,t) = I _f) {e-(x-Eleazt " e-(x+§)2/4a2t}d&_

o Vv ama‘t
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EJEMFLO 1 :
Consideremos el oscilador arménhico amortiguado gobernado por

la ecuacidn;

§c'+2?;5r:+w§x =M—

donde A% > wi (caso de sobreamortiguamiento). Supongamos que f(t)
es nula para t < 0,

Desarrollar la Funcion de Green y escribir la solucidn que

satisfaga las condiciones iniciales x(0) = 0 y x(0) = 0.
Modificar la solucidén para el caso en gque x{(0) = a ¥
x(0) = b.
SOLUCION:

La Funcién de Green que necesitamos , G(t|t) debe cumplir con

la ecuacidén diferencial:

2

dg + 20 28 g glg = BEE - T)
at at o
junto con las condiciones iniciales: G(0|t) = 0 ; &(0]|T) = oO.

Aplicando 1la Transformada de Laplace a la ecuacioén

diferencial para G, tenemos:

;ZGL(s|r) - sG(0|T) - G(o|T) + 2A[sGL(s|t) - c(o|T) ]
+ mEGL(slr) = 1]1:: et

donde :GL = £ [ G ].
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pero, tomando en cuenta las condiciones

SzGL + 2As8GL + ngL

e[ s®+2as + ] =

e—sT

iniciales:

GL

1

2

m[ s° + 2as +

-5
e

w5 ]

il

Gr m(s + A —wl)(s +

con wf = a -

Ahora obtendremos G(t]7T)

de Laplace para la funcidn GL:

A+ w”

2
2 Wo o

calculando la Transformada Inversa

e—st
- mi)(s + A + wi)

G(t]r) = £'1{ GL } - £'1{ TR
G(t]z) = z;mlf_i{ = f_:t_ 5, " s +e;3: ) }
G(t]r) = zé“ﬁ{ f‘l{ s f—;r- wl} - E_l{ s f:r* “’1}}
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Recordemos dque @

£{eat} = —5—%-? v f{a(t - to)} = g°t°

Junto con la expresidén de la transformada de Laplace para
la conveolucidén de las funciones f£(t) y h(t) :

Convolucidén de f£(t) y h(t) :

t
(€ * h) = ff(r) h(t - T) dt
E{(f " h)} = F(s) H(s)

£-1{(f * h)} = (£ * h) = £ {F(s) H(s)}

nos permite expresar a G(t|t) de la siguiente manera:

1 t ((dl— Az —(&Jl-&' A)
G(t|T) = 2mw_[8(t - T - z){e - e Z}dz
1" o

de donde obtenemcs :

G(t|t) =

1 e(wi— A - T e—(w1+ At - T)
me1

que también podemos escribir como :

l- 26 (t - T)
_ 1 e - 1
G(eft) = 2mw1|_ (W At -T) }

e
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La solucidén buscada puede expresarse entonces como :

(w - A - T) W+ At - T)
f(r) 1 1
x(t) me - e }dt
La condicidn X{0) = 0 se cumple claramente.
Para comprobar que x(0) = 0 , calculemos x(t) :
t - At - T) -+ A - T)

dx _ f{T) - 1 1
o€ = | zme, {“*’1 A)a t @+ d)e }d’:

2w dt

W - At - t) () + AX(L - t)
+ £(t) {e 1 - e ! } dt
1

_ £(0) {etwl- AL - o) _ e-cw1+ ANt - u)} dég)

t (W - At - T) -+ At - )
dx _ £f(T) _ 1 1
It = 02mw1 {(wl Ae + (&H+ Ae }dt
de donde podemos ver gque también la condicién x(0) = 0 se cumple.

Ahora veremos si la expresidén obtenida para x(t) cumple
también con la ecuacidén diferencial.
Para esto, calcularemos a continuacion la segunda derivada de

la funcidén x(t) respecto al tiempo.
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Tenemos gue:

t - + At - T)
fir))_ 2 1 f(t)
+ I;zmwl{ (wf+ A)e }dt + ==

Sustituyendo las expresiones obtenidas para x(t),k(t) y x(t)

en la ecuacion diferencial para x(t), obtenemos que se cumple con

tal ecuacidn , por lo gue podemos decir gque la solucidén en este
caso es:
t W - A - T) ~(W + ANt - T)
= [ L£(T) 1 1
X (t) Io ) {e _ e }d'c
Si las condiciones iniciales son ahora x(0) = a y x(0) = b,

a la solucidén ya obtenida x(t), agregamos una funcidn xp(t) tal
que cumpla con la ecuacidn diferencial homogénea y con las
condiciones iniciales xp(O) =a Yy ip(O) = b,

Entonces, xp(t) debe cumplir con :

¥ + 2AX + Wi x =20
3] P P

por lo que xp(t) debe ser de la forma :

(wl- At —(w1+ At
xp(t) = Ale + A_ e
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Aplicando las condiciones iniciales, obtenemos:

A1 + Az = a V4 Al(wl— Ay - Az(m1+ A) = Db
b+ a(a+ wlj a(w1 - A) = Db
A1 - 2w1 2 A2= 2w1

Asi, x%(t) queda finalmente como :

1

1 (wl— At -uﬂf At
xp(t) = 5w [a(w1+ A) + b]e + [a(wl- A) - b]e

y la solucidén +total buscada, para el caso de las nuevas

condiciones iniciales es :

t w- At - T (W + At - T)
x(t):xp(t)+[£@_{el - }dr

En este ejemplo, para encontrar la Funcién de Green

correspondiente, se sustituyd la fuente original ,que en este

caso resulté ser una funcidén del tiempo, por una fuente puntual

unitaria , también dependiente del tiempo , la cual le entrega al

sistema un so0lo pulso ; éste solo pulso es entregado en el

instante en gque t = t , ocurriendo gue para cualgquier otro

tiempd, la fuente puntual unitaria no ejerce ningun efectoc sobre

el sistema. Al integrar , en la expresién para x(t), colectamos

los efectos de todos los pulsos unitarios dados al sistema.
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EJEMPLO 2 :

Resolver la ecuacicén diferencial:

IA

y'’ - Ky = £(x) ’ 0=x=L
sujeta a las condiciones frontera :
y(¢) = y(L) =0,

obteniendo la Funcién de Green correspondiente,

manera:

de la siguiente

a) .- Encontrar la Funcioén de Green por construccidén directa y

mostrar gque para X < £ ¢

_ _ _senhkx-senhk(L-£)
e(x]g) = ksenhkL

Obtener también la expresién de G(x|£) para x > £.

b) .- Resolver la ecuacion diferencial para G:

¢’ - X% = 5(x-§)

utilizando el método de la serie sencidal de Fourier.

Mostrar la egquivalencia entre los resultados obtenidos

estos dos 1ncisos.

SOLUCION :

La PFuncidn de Green buscada debe cumplir con la ecuacidn:

G’* - K%G = & (x-£)
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Para el intervalo 0 = x < £ la solucidén de la ecuacién

diferencial es de la forma :

G(x|&) = me™ + Aze™
Pero tenemos la condicién frontera: G(0]&) = 0, de donde
obtenemncs gque : |
Al = =A2,

De esta manera, G nos queda:

G(x|&) = Aa1(e" - &™)

G(x|€) = A senhkx (x < £)

Por otra parte, para el intervalo ¢ < x = L, la solucidén a

la ecuacioén diferencial para G es de la forma:

>4

G(x|&g)y = Bie"™ + Bze *

Yy aplicandole la condicidén frontera para x = L obtenemos :

kL kL

Bie ~ = -Bze
chteniendo para G la siguiente expresion:
=kx+2kLl.

G(x|&) = Bie™ - Bie

G(x)|£) = BekLsenhk(x-—L) (x > &)
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Aplicando la condicién de continuidad de G(x|€) en el punto

Asenhkf = Beméenhk(E—L)

Y la condicidn del salto de discontinuidad de la derivada de

G en el punte x = g1
kBe*'coshk (£~L) - Akcoshk& = 1

(Notese que p(x) = 1)

Yy combinando estas dos ultimas expresiones obtenemos:

senhkf
kL
e ksenhkL

senhk (£-L)
ksenhkL Y

B =

por lo tanto, G(x|£) nos queda:

hkx: hk (L-
G(x|g) = - sen Xk222hk£ £) para x < £

senhk€ - senhk (L-x)

G(x|g) = - ksenhKkL RPaEa ‘® > §
Tal como se pedia. Notese que G(x|&) = G(£]|x).
Para el inciso b).- proponemos la siguiente forma para ]a

Funcién de Green:

nmx

G(x]€) = ) An(&)sen (YX)
n=1

Notese gque las funciones senoidales escogidas para 1]a
. . . . 2
expansidn son las eigenfunciones para la ecuacidn: G’’ = kG = p

7

Y que ademds cumplen con las condiciones frontera en x = 0 ¥ x =,
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Calculando las derivadas de G respecto a x , tenemos:

+ 00

dG ni nwx

ax —E An(£) = cos(47)
n=1

+ 00
2_2
- nrmT nnx
-=§ An(£) ——-sen (")
n=1 L

Mientras que para la 38 (x-£) obtenemos:

+ 0

8 (x—£) =§ %sen(n—gg)sen(ng—x)

n=1

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién diferencial

para G obtenemos:

i3]
2

+ [0 2 -+ + 00
EAB(E)_ anar sen("I%) - ka} An(‘s)sen(l‘l_}iﬁ) = E —E—Sen(n%g)sen(rlz—x)
n=1 =

i n=1]
* 00 _ nzna _ 5 _ _2 mrE nTX
An(f)-——zg* kX"An (&) Tsen (=) sen('5=) = 0

n=1

De donde obtenemos:

51



2sen ( ngg)

nthz 2
L[ LI k]
L

De manera gque G(x|&) nos queda:

- 2sen ( L)
G(x|§&) =§ - =& sen ("T7)
£ nn 1@
1 L[ g + ]

Ahora verificaremos la equivalencia entre los dos resultados

obtenidos para G(x|£).
Para hacer esto, expéﬂamos la G obtenida en el inciso a) en

una serie de senos , como la que se utilizé en el inciso b).,

Tenemos entonces:

+ 00

G(x]€) = ) ea(&) sen(1E)

n=1
donde:
L
Cn(€) = —i JG(x]E)sen(mﬁ—x)dx
. |

Sustituyendo en la expresién anterior la G obtenida en el

inciso a) :

£
_ 2 [. senhkx-senhk(L-£) nmx
C(8) = % I ksenhkL sen (=) ax

o

L
2 [_ senhkf-senhk(L-X) _ nnx, 4

* _LI Ty A s e e

£
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Lo que también podemos expresar :

£
Cn(&) = -% -Segzgéﬁig) senhkxsen(q%ﬁ)dx
a
L
2 =senhkE& _ nmx
+ T Ksenhki senhk (L x)sen(—i—)dx
g

Integrando por partes, obtenemos para la primera integral el
siguiente resultado:

g

2.2 '
fsenhkxsen(n—g_—x)dx - = ]2{L . [coshkgsin(nng/L)]
K'L” +nm

12 [ nm
¥°L? + n?n® L 2L

o]

cos(nn&/L)senhk&]

Mientras que para la segunda:

L 2.2

Isenhk(L-x)sen(Q%z)dx = 5 E’L = [COShk(L—g)Sin(nng/L)]
KL +nnm
£
K°L?
— [ “g cos(nng/L)senhk(L—g)]
KL +nm kK™L

Sustituyendo en la expresioén para Cn(£&) Yy haciendo
operaciones obtenemos:

Galf) ==—2iBen(nuc/L) [senhk (L-£) coshke + senhkgcoshk(L-g)]

[k’L%+ n®r®]senhkL
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pero:
senh(at+b) = senh(a)cosh(b) + senh(b)cosh(a)

por lo due:
senhk (L-£)coshkf + coshk(L-£)senhkf = senhkL

de manera gue Cn nos queda:

nné
)

n’m? 2
[ 2L+ 5
L

2sen(

Cn(£)

que es exactamente el coeficiente An(£) de la expansidén en series
de senos de la Funcidén de Green del inciso b).Por lo tanto, las
expresiones obtenidas para la Funcidén de Green en los incisos a) y
b) son equivalentes.

Con este ejemplo podemos darnos cuenta de que el
procedimiento para encontrar la Funcién de Green en un caso
determinado, no es udnico, ocurriendo que los resultados obtenidos
con diferentes métodos, parezcan diferentes a pesar de ser

completamente equivalentes y perfectamente validos.
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EJEMPLO 3 :

Demostrar gque la Funcién de Green apropiada para resolver la

ecuacién diferencial:

con m enterc , sujeta a la condicidén de estar acotada en x = 0 ,¥y

ademas y(a) = 0 , es:
. _-,21 [Jm(kﬁ)Nm(kgr)n (]-{ajrm(ka)Nm(kE) ] T (kx) (x = &)
SlElE) = (kx) Nn(ka) (ka) Nm (kx)
7T [Im(Kx)Nmn(ka) — Jm(ka)Nm(kx) ] -
2 JIm (K2) JIm (k&) (x = )

También considerar el caso en el que Jmn(ka)=0. Mostrar que si
k es diferente de cero, entonces G no existe; pero si k=0 (con
mz0), entonces G si existe pero no como se da arriba.Evaluar G

para éste dltimo caso.

SOLUCION:

La Funcién de Green que necesitamos debe cumplir con :

df. ac > m’) . _
d—x[Xa‘] + (k M - ?]G = S(X-E)

ademas de ser finita en x = 0 y ser nula en x = a.
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Para X < £ , la Funcidn de Green debe ser de la forma:

G(x]&) = ATn(kx) (x < &)

para cumplir el requisito de ser finita en x = 0.
Para x > & , G es de la forma:

G(x|&) = BiJm(kx) + B2Nm(kx)
y si le aplicamos la condicidén de ser nula en x = a, tenemos:
G(a|&) = Biin(ka) + BzNm(ka) = 0
por lo que:
a(x|€) = —Nm(ka)Bsz(kx)J:(i;)(ka)Bsz(kx) (x > £)
Si aplicamos la condicién de continuidad para G en x = £,
obtenemos:

-Nm(ka)BaJn(X£) + Jn(ka)BzNm(kE)
Tw (Ka)

= AJn(kE)

Ahora aplicaremos la condicién del salto de discontinuidad de

la derivada de G en x = £, ndétese que p(x) = x.

Ba[kNr'n(kE)Jm(ka) =kNun (Kka)In(KkE) ]
JIn (Ka)

- AkJa(k€) = 1/

Ahora combinaremos estas dos ultimas expresiones para obtener
los valores de las constantes A y Ba.
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Haciendo operaciones llegamos a gue:

Bz = Jm (KE) - _mIm(kKE)
K€ [Na(KE)Im(KE) =Na (k&) Ta (KE) ] 2
A T [Nm(K€)JIn(ka) —JTu (KE) Nn(ka) ]

2Jdm (ka)

Sustituyendo estos valores en las expresiones para G, tenemos

finalmente:

_% [Jm(kg)Nm(kgl(;a?m(ka)Nm(kE)] T (Kx) (2 s £)
G(x|£§) =
I T [Je(KxX)Nm(ka) = JIm(ka)Nm
2 Jm(ka)

¥

KX ) gm(kg) (x = £)

que es el resultado buscado.
Ahora consideremos el caso en el que Jm(ka) = 0.

Habiamos establecido, a partir de la continuidad de 1la

Funcioén de Green en el punto x = £, que:
Bidm(ka) + B2Nm(ka) = 0
Pero si 1llegara a ocurrir gque Jm{(ka) = 0, la anterior
expresién nos quedaria : BzNm(ka) = 0 , de donde ocbtendriamos gue

la constante Bz tendria que ser cero y tendriamos :
G(x|£) = Btdm(kx) para x > & Yy
G(x|£) = ATn(kx) para x < £ .
Es decir, ocurre que la Funcidén de CGreen para X > & es un
miltiplo de la G para x < £ , por 1lo gue no son linealmente

independientes y asi , no existe una Funcién de Green que cumpla

57



con todas 1las condiciones de nuestro problema (al <tratar de
aplicar la condicidén del salto de discontinuidad en x = & ,
llegamos a 1/ = 0 , lo que no puede ser en nuestro caso).

Pero si ahora consideramos el caso en el que kK = 0, con m#0,
tendremos que la ecuacion diferencial que debe cumplir G toma la

siguiente forma:

ax|* ax G = 8(x-%)

d dG] _ m

La solucidén de ésta ecuacidn para x < £ nos queda:

G(x])€g) = Ax para x < £
Mientras que para x > £ tenemos :
m 2m_ ~-m
G(x|€) = B[x - a"x ] para X > £

una vez gque ya hemos aplicado la condicidn para gue la Funcidn de

Green se anule en X = a.
De nuevo aplicamos las condiciones de continuidad de G en el
punto x = &€ y de salto de discontinuidad de la derivada de G

respecto a X en el mismo punto y obtenemos:

Ag" = Brg" - a®™x™] y

2m

B[ ¢« ™™ -~ amg™! = 178
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combinando éstas dos ultimas expresiones llegamos a due:

2 Zm
B = & v a- £"-2
2ma 2ma’"g”

y entonces la Funcidn de Green para nuestro caso nos queda:

[EZm - aZm]xm = 2 E
2ma2mEm
G(x|g) = ;
[xam _ aZm]Em « = E
2m__m
1 2ma

con K =0 y m=# 0.

En este ejemplo, obtuvimos en el incisco a) una expresidén para
la Funcién de Green en términos de las Funciones de Bessel Jm Y Ne
en la cual se puede apreciar la ya mencionada propiedad de
simetria de la Funcidén de Green (esto es asi debido a gue 1la
ecuacion de Bessel , que es la ecuacidén con la que trabajamos en
este problema, es del tipo de Sturm-Liouville).

En el inciso b) recordamos 1l¢ mencionado acerca de la
independencia lineal de las dos expresiones gque forman parte de la
Funcién de Green ,correspondientes a los dos intervalos en los due

se aplica ésta.
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EJEMPLO 4 :

Consideremos el problema de valor frontera:

2

Y _f(x) , ¥(© =0 , y(L)=0 , 0sx=L
dx
a) .- Escribir la férmula bilineal para la Funcidén de Green
asociada al problema.
b) .- Obtener G(x|£) en forma cerrada.
c) .- Verificar la equivalencia de los resultados de a) y b).

SOLUCION :

Para poder escribir la foérmula bilineal de 1la Funcidn de
Green, necesitamos 1los eigenvalores y las eigenfunciones del
preblema homogéneo; en este caso son :

Eigenvalores : -(2n-1)%%/1° cont n = 1,2;3,e0us

Eigenfunciones normalizadas:

yn(x) = f% sen[ggﬂ:%lgg] conn-=1,2,3,...

Con esto, la férmula bilineal para la Funcidén de Green nos

queda:

+o0 }%;sen[(zn—i)nxjj%;sen (2n-i)ngﬂ
G(x€) = ) - —
~(2n-1)“n

n=1 =
L
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Lo que también podemos expresar Como:

(2n-1)m&)

(2n-1) mx)
L L

ceon

sen [

T | (2n- 1)2

Ahora buscaremos la Funcidén de Green de otra forma.

La ecuaciodon y condiciones que debe satisfacer G son:

ag

= - S0ef), c(o]e) =0, &(Lg) = o
o

Las soluciones de la ecuacién , una vez tomadas en cuenta las

condiciones frontera son:

G(x|§) = Ax para x < & Y G(x|g) = B para x > £

Aplicando ahora la condicidén de continuidad para G y de
discontinuidad para la derivada de G respecto a x en x = E,

obtenemos :

por lo tanto, nuestra Funcién de Green gqueda finalmente:

1A

-X X

G(x|&) =

Para verificar la equivalencia de las expresiones obtenidas
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para G, realizaremos la expansion de la segunda de ellas en

términos de una serie senoidal, como se muestra a continuacidn:

+ 00

G(x]€) = ) An(g)sen| ZRZITX]

n=1

la constante An(£¢) la calcularemos como sigue:

L
An(E) = —%IG(xlg)sen[ggﬂ:%lzg]dx
8]

Sustituyendo la expresién obtenida para G en el inciso b) :

3
An (&) = -%I-xsen[ggg:%lzg]dx + —%}-gsen[iag:%lﬁg]dx
o £

Haciendo operaciones:

=-2L (2n=-1) &
An — sen ™ Sl
(£) (2 1)2 2 [ L ]

Por lo que la expansidén nos queda:

G(x|&) = ‘§g+§ sen[LEE:%lgg} sen[LEE:%;gga

(zn— 1)°

Tal como en el inciso a).
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EJEMPLO 5:

Consideremos la ecuaciédn diferencial : v/ -}fy = f(x), en
el rango de valores para la variable x desde =« hasta +« , Jjunto
con la condicién de que la funcidén y(x) sea finita cuando x tienda
ya sea a =wo COmMO a +o.

a) .— Mostrar que la Funcién de Green correspondiente a este

caso esta dada por :

G(x|&) = - -—%E éilwgl para toda x

b) .- Resclver la ecuacidn G'’ - kX°G = 3 (x—-£) mediante la

Transformada de Fourier y mostrar gque:

+00
Pk*'x_-tk?
e E

1 e
G(x|&) = znj o Ak

Evaluar la integral y confirmar el resultado de a).

SOLUCION :

Para la ecuacidn G’* -~ kG = 8 (x-£), tenemos gque sus

soluciones son:

kx

o Be para x > £

G(X|E) = he para x < & Y G(x|€)
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Utilizando las condiciones de continuidad de G y del salto de

discontinuidad de G’ en x = £ , obtenemos:
A = -e &/ 2k y B = -e6/2k

de manera gque G nos gqueda entonces:

_ kix-&)
——%E———— i X = §
G(x]|€) = 4 2
-ki{x~-&)
-&
5K Pox =g
L
Lo que también puede escribirse:
G(x|&) = - -—%E e =&l para toda x

Ahora, volvamos a nuestra ecuacion diferencial para G:
¢'r - kG = &(x-¢£)

Aplicandole la Transformada de Fourier:

m{e" - k% } = F{ é(x-E)}
[F{G"} - IF{kZG} = [F{é(x—&')}
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Continuando con las operaciones:

-k*3%gr - kK°Gr = e—“"g

1
27

por lo tanto, GF estd dada por :

-ik* £

-1

Gr(k’|&) = ;’ _
2 k' + k

Para obtener G(x|£) calculemes la Transformada Inversa de

Fourier de Gr(k’|&)}:

G(x|&) = F{Gr(k’|&)}

+w
-ik? ik?x
Ee

-1 e
G(x|&)= 2nI e

como se pedia.

Para evaluar la integral anterior utilizaremos la férmula:

+ 00

J cosx dx _ ne °

= (a > 0)
xz 5 az 2a

de la siguiente manera:

+00
-ik’ ik’x
e &y

k% + k2

+

eik'cx—g)
dk’ = I ak’
k

2 4 12
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+ 00 + 0 +0

1k’ (x-&) - 7 fy—
I = I € dk’ = I cosk’ (x E)dk' + i‘[ senk ()2( g)dk_’
k% + K2 k’%+ 2 k'%+ k

-t - -G

La segunda integral se anula, pues el integrando es una
funcién impar, pero la primera no se anula y de hecho la podemos

representar comoc:

+ <
T = zj cosk’(x—g)dk,

2 2
o kK’ "+ k
Realizando ahora el cambio de variable: z = k'’ (x-£), queda:
+ @
I = Z(X'E)I czsz dz
s &2 T b

donde b° = k7 (x-£)°

El valor de I es entonces:

"e-k(x—E)
Y G nos queda:
kix-§&)
-e .
2K Pox s g
c(x|&) = w
_e-—k(x—g)
5K i x = &

comprobando el resultado del inciso a).
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EJEMPLO 6:

Supongamos gque en el ejemplo anterior, se cambia el rango de
la variable x ,para que ahora sea 0 = X < +w, con las
condiciones de que y(x)sea finita cuando x tienda a +» y también
que y(0) = 0.

a) .— Obtener la Funcidn de Green correspondiente utilizando
el método de imagenes.

b).- Verificar el resultado de a) resolviendo la ecuacién
diferencial para G(x|£&) mediante la Transformada Senoidal de

Fourier.
SOLUCION :

Del probklema anterior tenemos que la solucidén para el dominio

- < ¥ < +o estd dada por :

1 -k |x—§|
= - —— e
G(x|&) 5K
expresién que corresponde al caso en que se tiene una fuente
puntual unitaria en el punte x = £.
Para poder cumplir con la condicién de que y(0) sea cero,
extenderemos asimétricamente nuestra solucidn para la regidén en la

que ¥ < 0 , de la siguiente manera:

G(x|g) = - ——g]—{ e* I=El _ [— ﬁ e™* l"*g|]
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Continuando:

8]
w

G(x|&) = - 31 e * “‘”EI + % a* |"+El
clel) = - g [ 16 - o el

La extensién asimétrica gque se ha realizado también

puede interpretarse como el hecho de haber colocado en ¥ = —£ una

fuente negativa (sumidero), lo que también puede apreciarse en la

ultima expresioén de G(x|£).

Ahora, si estamos en la region donde x > £:

a(x|g) = - %{ [e—k x-&) _ -k cx+g)]
c(xlg) = - g e[ - ]
¢(x]|&) = - & e senhkg

Si ahora estamos en la regién en la gque x > £&:

Sxig) = - by [ € - or 0]
cxle) - - dp o €[ - o]
G(x|&) = - TJ; e *E€senhkx

68



Por lo tanto:

e " senhkx x < &

Wha

G(XIE) =

e **senhk£ x > £

A

es la Funcidén de Green que buscamos.

Para comprobar lo anterior, resolveremnos la ecuacion
diferencial para G mediante el uso de la Transformada Senoidal de
Fourier:

La ecuacidén diferencial para G es:

G’ - k%G = &(x-£)

Aplicandole la Transformada Senocidal de Fourier obtenemos;
-kr%ce - X%Gs = IE;E-senk'g

donde: Gs(k’|&) = Fs(G(x|&)}

Gs nos gqueda entonces:

I
k’ %+ ¥°

Ahora, para obtener nuestra Funcidén de Green, debemos obtener
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la Transformada Inversa Sencidal de Fouriler de Gs;

G(x|&) = - 2 J‘ senk'gsenk’ dk *
- 4
G(x|g) = - _% J cosk (x E)dk' . _7]i I cogk (x+s)dk,
k*° 4+ %%
0 0
-k (x-£) -k (x+ &)
—e e
6(x|8) = —g + 3y
Si estamos en x > £ :
c(x|g) = - 3¢ e"“‘[e“E - e-“‘f]
_ 1 ~kx
G(x|g) = - ¢ e senhk&
Y si estamos en x > £ :
G(x|&) = - % e_kg[ekx - e'kx]
= 1 k&
G(x|&) = - % © senhhkx

Con lo gue comprobamos el resultado de a).
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EJEMFPLO 7:

Querenmos resolver la ecuacidén bidimensional de Laplace dentro
de un circulo de radio a, sujeta a la condicién frontera no
homogénea u(a,8) = f£(8), siendo £(8) una funcién dada de 6.

a) .-Encontrar la Funcion de Green g(r,9|8.) ,en forma de
una serie compleja de Fourier,tal gue la solucién de nuestro

problema pueda expresarse Como:

2m
u(r,9) = I g(r,8|60) £({B80)dbBo

Lo}

b) .~ Evaluar la suma de la serie para mostrar que:
2 2
1 a + r
g(r,eleﬂ) = 2".' 2

a® + r° - 2arcos (8-60)

SOLUCION :

Este es un problema no homogéneo, ya que contiene condiciones
frontera no homogéneas. Podemos tratar de resolverlo utilizando 1la
llamada Funcidén de Green para Condiciones Frontera, gque nos
muestra la influencia de las condicicnes frontera sobre la
solucién de nuestro problema; la Funcién de Green gue buscaremos
cumpie con la ecuacién de Laplace Vzg = 0 ademas de la condicidn
frontera ; g(a;8|6:) = & (x-£).

Por superposicidn, la solucién de nuestro problema estda dada
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por la integral:

27
u{r,e) = I g(r,eleo)f(eo)deo
0
Para encontrar g , proponemos:

g(r,8|60) = A(B)R(r)©(8)

Sustituyendo esta expresidén en la ecuacidén de Laplace

bidimensional para g ,escrita en coordenadas polares, cbtenemos:

r’R’’ + ¥R’ + AR = O v 7 - A® = 0

con A=-n, n=1,2,3,--0

Las soluciones de estas dos ecuaciones diferenciales son:

R(r) = Ar" y ®(e) = Bicosné + Bzsenne

Por lo que g nos gqueda:

+00

g(r,8|6.) =} [Arr"cosn® + Bnr'sennd]
n=0

lo cual también podemos expresar mediante una serie compleja de
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Fourier:
=+0C0 - 00

g(r,0]66) = Co + ¥ cn(8o)re'™ . ¥ C-n(8s) r e '@

n=1 n=-1

+Q0
g(r,0]80) = Co + 2 T Cn(Bo)r"e'™®

n=1

Si le aplicamos la condicidén frontera:

+00

g(a,elao) = Co + 2 } Cn(eo)a“eme = 3 (8-60)
n=1
De manera que:
2n
_ 1 _ _ 4
Co = fa(e go)de = ——
o
2T
-inBo
n _ 1 _ —in8 e
Cra = —o JB(G Go) e de = T
0
-inegn
Cn = T

De modo que la serie compleja de Fourier nos queda:

o -in8o

R
g(r,8|8e) = '%_n' + 27 %I—a"‘r“e“‘e
n=1

+0
g(r,8]80) = _;E + L 7 apreln8-8o)

n=}%
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Finalmente nos tenemos:

I’:el n{6-680a)

+ 00

1 1.
g(r,e|8.) = 57 Tz L
n=1 a

Esta serie también la podemos expresar como sigue:

L11]

! 1 2% ¥ in@-80 11
9(r,0]8) = S+ 7z L —e *RTw
n=1 a
1 22 r? in@-80) 1
9(x.8]60) = 57 L2 2
=0

Hagamos los cambios de variable siguientes:
R = r/a Y ¢ = 8 - 60 , de manera gue huestra expresion

nos gqueda:

_ 1 o n in¢ 1
9= 2nn);°2R € 2
Si aplicamos la férmula :
+ 00 1
¥ Rneln¢ - T para |R| < 1,
n=o 1 - Re "
Obtenemos:
i (68-B0)
1 a + re
g(r,8|6.) = —
21 a8 = rei(e Bo)
1 a + rcos(6-6c) + irsen(68-80)
g(r,e|e.) =
2n a — rcos(6-6:) - irsen(8-80)
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Eliminando los términos imaginarios del denominador:

g(r,e]|80) =

1 a*- r + [2arsen(6-60) ]1
21

a’+ r° - 2arcos (8-80)

Pero como en nuestro problema,la solucidn es real, tomaremos

solamente la parte real de la anterior expresién, por lo que nos

queda:
1 a® + r°
27

g(r,6|80) =

a® + r® - 2arcos (6—060)

Aqui, como se dijeo al principio del ejemplo, utilizamos la
llamada Funcidén de Green para condiciocnes frontera no homogéneas,
que es el caso de nuestro problema. Para encontrar la solucidén del

Problema se aplicaron la ideas dadas en la Parte V del presente

escrito.
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EJEMPLO 8:

Consideremos el movimiento de una cuerda estirada,

representado por la ecuacién diferencial parcial:

8w _ 1 4™u
ax° c?® at?
con las condiciones frontera u(0,t) = u(L,t) = 0.

a) .-Desarrollar, en la forma de una serie simple, las dos
funciones de Green, gi1(x|£;:t) b g2(x|&:t) , que nos dan las

soluciones:

L L
ui(x,t) = Jor(x|€£:t)u(£)dE Yy uz(x,t) = Jga(x|€:it)ve(£)dAg
4] 0

correspondientes a las condiciones iniciales :

i) .- u(x,0) = ue(x) P dui/at = 0O en t = 0

ii).- w2(x,0) =0 3 duz/t = vVvo(x) en t =0

b) .~Mostrar que la solucién para el caso de vibraciones

forzadas: \

8°u _ 1 3%u
ax? c? ot?

+ f£(x,t)

bPuede representarse en la forma:

L t
u(x,t) = J d€ J c(x|&;:t|t) (£, T)dr
0] o0
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donde G satisface la ecuacién :

8°¢ 1 a°G

ax* c? at?

+ 8 (x-£€)9 (t-1)

y la condicidén inicial causal : G =0 PpPara t < T.

SOLUCION :

Caso i).- La Funcidén de Green g1(x|§?t) debe satisfacer:

2 2

8°gqr _ 1 8%°g:
ax> e’ Btz
junto con las condiciones: gi1(0]€;t) = g1(L|&) = 0 , ademas de
las condiciones iniciales:
gi1{x,0) = 8(x—§&) i agi/ot = O en £t = 0

Proponemocs:

gi(x|€:t) = E E gn(t) sen (F7)

n=1
expresion gque satisface las condiciones frontera.
Ahora, sustituyendo la anterior expresidén en la ecuacidn para

g1 , obtenemos:

2 2 2 2
g, SHT g o0
dt L
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Cuyas soluciones son de la forma:

gn(Ert) = CnCOSﬁTII‘CHt + Dnsen(ngct)

La forma de la funcidén g1 es entonces:

+
g1{x|£:t) = I% E {Cncoseﬂ%gza + Dmsenfg%gza}sen nEX

n=1

Aplicandole la condicién inicial de que la derivada de g1
respecto al tiempo sea nula en t = 0 , obtenemos : Dn = 0 ,por lo

que nos gqueda:

+ 06
guxlgit) = [2 cocos (RFZ5 sen (1Y)

n=1

Ahora apliguemos la otra condicidn inicial:

+ 0
2
gi1(x|£:0) = J-—-L E Cnsen “’Ex = §(x-£)
n=1
de donde podemos obtener: Cn = }%senfg%ga r pPor 1lco gue la

expresién para g1 nos queda finalmente:

+60
qu(x|Ert) = —%}sen mrz cos%ﬂsen(}%
n=1
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Caso ii).~-La Funcioén de Green gz2(x|£:;t) debe satisfacer:

8°ge _ 1 a°ge
ax? c? at?
junto con las condiciones: g2(0|&;t) = g2(L|&) = 0 , ademas de
las condiciones iniciales:
g2(x,0) =0 , dgz2/ot = &(x-£&) en t = 0

Proponemos:

gu(x|&:t) = EEhn(t)sen@LX

n=1
expresidén que satisface las condiciones frontera.
Ahora, sustituyendo la anterior expresidén en la ecuacidén para

g2 , obtenemos:

2 2 2
121n + anﬂ' hn
at L

=0

Cuyas soluciones son de la forma:

hn(€,t) = EncosEE%EE) + Fnsengﬂ%ﬁﬁq

La forma de la funcidén gz es entonces:
+ 00

g2(x|&:t) = }% E {%hcosEE%EE) + Fnsenfﬂ%gza}senfg%ga

n=1
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Aplicandole la condicidén inicial de gque gz sea nula en t = 0,

obtenemos : Ea = 0 ,por lo que nos dqueda:
+ 0

gz(x[&:t) = J:i 2 Fnsen%(zt)sen m]:rlx

n=1

Ahora apliquemos la otra condicidén inicial:

+ 0
2 nnc nmxy _ _
J:L E Fn—L— sen = §(x-&)
n=1
de donde podemos obtener: Fn = I%Tlr"—cs.en anrJg , por 1lo

expresién para gz nos gueda finalmente:

+ 00

2 1 nm nnct nnx

ga2(x|&:t) = n_—é§ —ﬁsen%sen%ﬂsen%
n=1
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Ahora consideraremos el caso de las vibraciocnes forzadas.

Tenemos la ecuacidén diferencial para u(x,t):

2 2
28 - L 28 4 og(x,t)
8X c” gt
Para resolverla, buscaremos una Funcién de Green due

satisfaga la misma ecuacidn diferencial, pero sustituiremos 1la

fuente £(x,t) por una fuente puntual unitaria S{(X-EYE(Et—-T)
colocada en el punto x = £ vy gue actia unicamente en el instante
en que t = . Esto es, la Funcién de Green dque buscaremos,

satisface la ecuacién diferencial:

2 2
52 = Lz 8 C | 5(x-£)s(t-1)
ax c” 8t
y las condiciones frontera : G(0|&:t]T) = G(L|E:t|T) = 0. Debe

mencionarse el hecho de que debe ocurrir gque nuestra Funcidén de

Green sea nula para cualquier tiempe t < T , ya que es hasta el

instante t T cuando la fuente actuia, no pudiéndose dar el caso
de ¢ue produzca alguin efecto antes de ese momento.
Podemos esperar entonces que la solucidén a nuestro problema

tenga la forma:

L t
u(x,t) =5 aE J G(x|€:t|T) (€, T)dT
9] -3

donde la integracién sobre la variable tiempo se lleva a cabo de
manera que se consideren todas las influencias habidas antes y

hasta el instante t.
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Para empezar, proponemos gue nuestra G sea dada por :
+ 00
2 nnx
G(x|&:t]T) = J:L E Gn(t)sen%)
n=1

gue cumple con las condiciones frontera de anularse en los puntos

x = 0 y x = L, calculando las derivadas parciales de 1la

anteriocr expresidén obtenemos:

a‘ Gn nnx asa _ Iz -n°n® nmx
F} Sen -y, Y 2_L§2GnsenL

n=1 n=1

Sustituyendo en la ecuacidén diferencial para G :

2.2 _2
2 - n"mr nnx a2 n
EE ——La—Gnsen T + 8(%-£)8(t-1) J: E G" s n&%’%
n=1 n=1

+ o
2 2. 2_2
EE d 8 4+ E07 cilsen®™H) = 5(x-£)8 (t-1v)
L at? : -

L
n=1
+
Pero : 6 (x-&) = -% E sen(ﬂ%ﬁaseneﬂ%za, por 1© dug .
n=1
Al 2-2 2 gk

2 § d“Gn c“n“n nmx 2

I: + ——— Gn}isen = -=3(t-T) } sen (5] sen (hntx

b {dtz o } L L e S

n=1
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Ordenando

at? L2

* 00
2 2_2 2
2 d " Gn cenm 2 nng nmxy _
f; 2 { + Gn = I;a(t-t)senE—i—}}sen rJ) =0

n=1

Por lo que podemos establecer la siguiente ecuacion:

2 2_2_2
d Gn cnmn - |2 . nmeg

]
o

Para solucionar esta ecuacidn, distinguiremos dos intervalos
de tiempo:

Para t < T , Gn debe ser nula, pues la fuente puntual
unitaria no ha actuado hasta ese momento, por lo que la cuerda
todavia no empieza a wvibrar.

Para t > T, la ecuacidén diferencial de Gn se convierte en una

ecuacioén diferencial homogénea, cuya sclucidén es de la forma:

Gn = Macos (2T) | Ngen (RECY

Ahora, aplicandole la condicidn de continuidad en t =T,
cbtenemos: Nn = = thtg(ﬂ%gfa 14 si ahora le

aplicamos 1la condicion del salto de discontinuidad de la derivada
respecto a t en el puntec t = t , obtenemos , combinando estos dos

dltimos resultados:

_ A2L nact nng {12L nrctT nmg
Mn = —————senE—E——asen y Nn = cos(—f——)sen

nmnc L nmnc L
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Por lo tanto, después de algunas simplificaciones, Gn

queda de la siguiente forma:

nos

_ 2T nrg mrc (t-=7),
Gn = TcSeng > seng 1 )
y finalmente @
+0
2 1 nm nmc(t-t nnx
G(x|£:t]|T) = G —sen Lg sen( £ ))senE—E—)
n=1

Comparando esta udltima expresién con la obtenida para gz,

podemos notar que @

G(x|&it]T) = ga(x|E:it-T)

Esto es comprensible si tomamos en cuenta que , en el caso de

g2, la cuerda vibra al ser pulsada en el instante t = 0, mientras

gue en el caso de G, la cuerda no es pulsada sinc hasta el

instante t = T. Es decir, tantoc gz como G nos representan el

efecto de una pulsacién aplicada a la cuerda, pero en instantes

distintos.
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EJEMPLO 9 :

Encontrar la funcién de Green gue satisface la ecuacidén de

2

Laplace bidimensional V°g = 0 , dentro del rectangulo dado por

0 = ¥ = a , 0 =y = b ; junto con las condiciones frontera

siguientes :

rd

g(x|&€:0|n) = s§(x-¢) , g(x|&:b|n)

g(o0|&:y|n) = 0 » g(al&:y|m)

o,

o .

a).— Hacer esto mediante el desarrolloc directo de una serie

senoidal para g.

b) .- Mostrar gque :

3G (x[£:v]| M)
an

m =20
donde G es la Funcidn de Green dada por :

=* _ senh I-m-—-—" (];-'ﬂ ) ] senh I'___mny]

Z m senh I.m;—b-J

C{x|&:y|m) = - - senh[mn(b—y)]senh[m]
a

2
2 mr senh [H%I—iz J

lsen(mné/a)sen(mnx/a)

(y < m)

sen (mntf/a) sen(mnx/a)

(y > m)

La cual corresponde al problema de la deflexidn estatica de

una membrana rectangular, debida a una fuerza unitaria que actua

en el punto (£,n) y dque ademds tiene sus cuatro lados fijos

(condiciones frontera homogéneas).
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SOLUCION :

Tenemos que resolver la ecuacidn de Laplace en coordenadas
cartesianas , sujeta a condiciones frontera homogéneas de
Dirichlet en todos los lados de la membrana rectangular excepto en
el lade y = 0, en el que se tiene : u(x,0) = £{(x).

La Funcidn de Green para condiciones frontera que necesitamos
debe cumplir también tanto con la ecuacién de Laplace en
coordenadas cartesianas , como con las condiciones frontera
impuestas sobre u(x,y).

Proponemos para g una expansidén como la siguiente:

gx|&rylm = (%‘EEE(EFYIﬂ)Senfﬂgﬁ)
n=1

la cual cumple con anularse en X = 0 y en X = a.

Calculando las derivadas parciales de g obtenemos:

Sustituyendo en la ecuacién de Laplace :

+ 00

a® dy2

flfl

2_2 2
{-An(«sryln) nr o, 4 P‘“}sen o — o

n=1
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Obtenemos la ecuacidn diferencial para An :

2 2
d”An - n =0
2 &n 2
dy a
* [} / e
que tiene come soluciones: An = C1e"? 4 pe MY/

Sustituyendo en la expresidén para g:

g(x l £y I n) = J%_§ {clenﬂy/a " cge—n‘ﬂ'y/a}sen n;la'[x

n=1

Aplicandole la condicidén para y = b tendremos:

2 bs
c1e®® _ _o»

La expresidn para g nos gueda entonces :
+ 00

g(x|&:y|m) = J%_E {',‘1{&'"“"/'al - ean"b/ae_nny/a:’»sennng

n=1

Ahora aplicaremos la condicién para y = 0:

+ 0

g(x|&:0|m) = J_%—E C1{1-— eznnb/a'}sen(}l% = §(x-&}

n=1

+ 00
Pero : é(x—-&) = —% E sen(Eggasenfggga
=1
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Por lo gue podemos escribir que :

+ 00

2 2nTlb/a nnx
J?—E Ci{l- e }senf—a—)

n=1

Il
ple
o1
n
o
s
Ts
pA
oy
n
0
oo
=
=)
"
p .

Por lo tanto debe cumplirse que:

C1{1— eZng/a} _ sten nme,y _ o
a a

de donde obtenemos:

-nfAb/ a nng
e snE——ﬂ
a

{2a senh(nnbra)

Ci1

por lo que g nos queda finalmente:

+ 00
. _ 12 -nfMb/a nmne nfly/a _ _2nflb/a_-nily/a nmnx
g(x|&€:y|m) J?_ze sen(—ﬁ {e e e sen (—

=1
"='{2a senh(nfb/a)

+00 nré

sen () nm (b-y) nnx
b senh a sen a
senh S

g(x|&iy|n) = —z—

n=1

88



En la expresidn dada para G en el inciso b), calcularemos la

derivada parcial:

+00 M E
sen —=)
aG _ 2 E a mn (b=-v) mrx mn
S B senh sen(~——3cosh
mn a —_— mith a a a
m= a
(y > m)
Luego:
+00 mrE
ac| _ 2 sen { a ) [ (b-y) ] (IOTEX
w1 = —E senhL = Jsen\ s )
=0 = senh 2
(y > m)
Por lo tanto:
-9G(x|E:y]|m)

am
y de acuerdo a esto podemos considerar a 9 nuestra Funcidn de

Green para condiciones frontera en este problema ( Comparar con

las dos ﬁltirﬁas férmulas del ejemplo 2 en la pagina 13).
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EJEMPLO 10 :

Se quiere obtener una solucién para 1la ecuaclien de Poilsson

. —p < ¥ < T, sujeta

r

bidimensional,para el semiplano 0 < X < +w
a la condicién frontera V¥(0,y) = O.
Mostrar gque la Funcién de Green apropiada para este caso.

puede escribirse en la forma:

G(r|re) = 2; Lnii\: i:,
explicar qué es ro’.
SOLUCION :
G(r|r.) debe cumplir con la ecuacidén VoG = & (r-ro)ademas de
la condicidén de ser cero en x = 0.

La solucidén para todo el plano xy esta dada por¥r -

1 2 2
G(x|xe:;y|yo) = _2_3-;_1‘“”] (%x-%0)" + (y-—Yyo)
Que corresponde al caso en que se tiene una fuente puntual
unitaria en el punto (xe,ye) (ver Parte IV).
Para cumplir la condicién de gue la Funcién de Green se anule

en X = 0, realizaremos una extensién asimétrica de nuestra

funcién definida para todo el plano, sobre el semiplanoc negativo

20



en X, como se muestra:

G(x|Resy|ye) = '5%‘LDJ(X'X°)2 + (y-yo)” - 'E%‘LHJ(X+X0)2'+ (y=yo)?
2 2
G(XIXO;YIYO) — In "(X-XO) + (Y—Ye)

J(X+Xo)2'+ (y—yo)2

Que podemos expresar también como :

1 r - r
G(r|ro) = T LnIr — rZ'

Donde ro es la posicién donde se encuentra colocada 1la

fuente puntual unitaria "“real" , mientras gque ro’ es la posicidn

en la gque se encuentra colocada la fuente puntual unitaria

"imaginaria". Estos dos vectores nos representan los puntos :

Yo = (Xo,Yo) Y Trof = (=3 o,¥o).
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EJEMFPLO 11 :

Usar 1los eigenvalores Yy eigenfunciones de la membrana
circular vibrante y fija en su perimetro para desarrollar una
férmula bilineal en coordenadas polares para la Funcidn de Green
que satisface a la ecuacidn:

1

VG (r|ro:8|80) = = 8(r-To)8(6-60)

ademas de la condicidén frontera G(a|ro;8|6.).
SOLUCION :
Primeramente hagamos una expansion de la funcidén de Green dque

buscamos, en términos de las eigenfunciones del problema de la

membrana vibrante. Esto nos da:

0 y
. _ | 2 Am(Tro ,eo)Jmn(C!mnr/a)
G(I‘II‘O,G |Qo) B E } m aJm+1 (Ofmn) cos (m8)
' =1 n=1

sen (ms)

o0 0
+ i Bn;m(ro,eo)Jmn(amnr/a)
14 aJm+1 (Gmn)
m=1 n=1

)
+ | i Aon(Tro ,B0)Jon(onr/a)
T a.Jln((xon)

n=1
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El laplaciano nos gueda

w 0
2 2
2.6 2 __A_mnCOS(mQ) olmn 22 1 {cmn} ' m
LA B E E J 7T adm+1(xmn) {[ a] L 'r_[ a ]J"'" 2 Jm}
m=1 n=1
o [ 2 5
% 2 Bmnsen(mg) mn J“ g 1l [omnn Jon = B Fun
M aJw+1(mn) a r a rz

fo1]
+§|i
n
n=1

Por otra parte

—]1: 5 (r-ro) & (8-80

o] -]
“p )
m=1 n=1

-+

Aon

=) 2
m=1 n=1

ad1 (qon)

2Jm§(amnrb/a)cosmeo
ma’ [Jam+1 (ctmn) ]

Jun (@mnr/a) cos (ma)

2Jmn (AmnYo/a) senm(:‘»‘e:.;rrlm (amnr/a) sen(mo)

)

n=

ﬂaz[Jm+1(amn)]

2Jon{otonro/a)

Jon (XonT/A)
aa[J1(o:on)]2

1

Igualando estas expresiones, agrupando series con términos

semejantes, simplificando y despejandc , obtenemos:

- |_2_aJmn(mmro/a)cosmeo
n

Amn =
(cmn) " JIm+1 (Xmn)
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También:

Ban = - |_12I__aJmn(O£mn§o/a)senmeo
(Omn) JTm+1 (Omn}

2adm Jo(aonro/a)
(0ton) 2J1 {(oon)

Bon = -

La expresién buscada para G(r|rc:8|80) nos queda entonces de

la siguiente manera:

ca [~

G(r]ro:9|eo) - _E E 2 Jmn(aznro/a)Jmn(alzunr/a)COSm(e_eo)
T(dmn)  [JIJm+1(cmn) ]

m=1 n=1

_2 2 Jon(donTro/a)Jon (cenr/a)
oy (aon)z[Jl(amn)]z

Esta expresién la podemos interpretar como la deflexidén
estatica sufrida por la membrana circular,fija en su perimetro,
debida a la accidén de una carga unitaria aplicada en el punto

cuyas coordenadas polares son : (Yo, 8o).
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EJEMPLO 1412

Demostrar gque, dependiendo de 1la técnica utilizada, 1la

Funcién de Green que satisface la ecuacién:

2 2
8°G 4" G
+ — = s (x-)s(y-m
ax ay
para el intervalo : 0 = ¥ < w

p 0 =y = b, Jjunto con las

condiciones frontera :

G(olg:yln) = G(X‘IE:OIH) = G(x|&:b|m) =0

y con la condicidn de ser finita cuando x tienda a infinito; puede

ser obtenida de las tres siguientes formas :

a).-
2 nny NNy _-iMEsb) nwx
§ senE—E—)sen 5 e senh (—;
(x < &)
G = <
+
2 nny nnmny _—(efx/b) o N
E T sen b sen b e senh b
piey (x> £)
b).-
-2 J senkf senkx senhky senhk(b- n)dk
T ksenhkb
(Y < m)
G = A

-2 Senkg senkx senhkn senhk(b—y)dk
n ksenhkb

(v > n)
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c).—

w® *® sen Iy sen (PPN senkx senkéE
_ 4 b b
G = - — dk
th 2 n2n?
n=1 0 k* + ———
b

También mostrar que la integracién sobre Xk reduce 1la

expresion de c) en la de a).

SOLUCION:

a) .- Representando a G mediante una serie de Fourier de la

forma :
+ 00
nm
a(x|&:y|lm = E An(x|g:n)sen%)
‘ n=1 -
que cumple con las condiciones de anularse en y =0 Yy Yy = b,

tenemos que el Laplaciano de G es entonces:

2 3 a®An n®n? nny
vVGe(x|E:y|m) = § o = N An senf—E—a
b4

n=1

Por otra parte :
+ 00
5(x-£)8(y=m) = ) & 5(x-£) sen ("L sen (MY
=1

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién para G y
ordenande términcs, llegameos a la sigquiente ecuacién diferencial

para An

An nmo 2 nn
= - —-An = - 8(x-£)sen{/h

96



Cuya solucidén es :

_ 2 nnn nmxy _-{(nMWE/b)
— sen{——Jsenh( e

nm
(x < &)
An = <
_ 2 nmn nngy - (nMxs o)
-7 sent senhE—E—ae
! (x > &)

Por 1o que G nos queda finalmente:

3 ]
2 nmny nnmny _-(nME/b) N
E - senE—E—)sen 5 e senh
n=1

n b
(x < §)
G = <
oo -
_ 2 nmn N7y _-(nflx/b) nng
2 e senf—Bzasen e senh(—B—j
| n-1 (x > &)
b) .- Ahora utilizaremos una representacién para G en términos

de una Transformada Sencidal de Fourier en X :

T+

axlgivlm = [Z[ Gexlgry|m) senkx ax

o

donde G: es la Transformada Senoidal de Fourier de G. El

laplaciano nos gueda:

+ 0O
2
VZG(XIE-‘YIH) = J%J’{ddG: - szs}senkx dk
- ,
0
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Para la doble delta tenemos:

+®

S (x—g)8(y-m) = -%-I 8 (Y-n) senkfsenkx dk
0

Sustituyendo en la ecuacién para G y ordenando, obtenemos la
siguiente ecuacidén para Gs:

des

dy2

- k%Gs = f%za(y—n)senkg

cuya solucidén es de la forma :

- |2 senkf{ senhky senhk(b-7)
n ksenhkb

(v < )
Gs‘-= -

= Jg:senkg senhkn senhk (b-y)
T ksenhkb

(y > n)

Por lo que G nos quedara:

+ W
-2 I senkf senkx senhky senhk(b-n)dk
T ksenhkb
L]

(y < m)

+ 00

. J senkf senkx senhkn senhk(b—y)dk
n ksenhkb

[+

(y > m)
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¢c).-Por otra parte, las eigenfunciones y eigenvalores del

presente caso son de la forma:

}%_sen ngy con -—F%az n=1,2,3,...
y Iz-senkx con =k > 0

por esta razdén, buscaremos una Funcidén de Green que tenga

siguiente forma:
+ 0O

2 nw
G(x|giy|m) = —— An(€,mn)sen senkx dk
el ﬁBE { €59

n=1

El laplaciano nos queda entonces:

=+ 00 4+ 0O 2
2
va(;(x|g;y|,ﬂ) = ? EJ {— nbg - kz]'An(E;n)sen%senkx dk

n=10
Mientras que para la delta nos queda:

+ 00+ 00

S(x-E)s(y-mn) = _E% 2 I senfg%ﬂasenkg sen(ggzasenkx dk

n=10

Sustituyendo en la ecuacidn de la G , nos gueda después de
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ordenar,simplificar, despejar :

Por lo que G nos gqueda de la siguiente forma:

+00 400 nny nnmn
P J. sen(T)senE——lﬁ senkx senkgdk
2_2
nn
2 2
b

kK +

Ahora , esta ultima expresién la podemos también escribir

Como:

+ 0
_ 4 nnmn senkf& senkx
G = - {sen sen%f == dk}
n=1

nmn
= o k%4 LT
B2

Consideremos la integral:

+ 00

_ I senk§ senkx

1I cosk(x g) dk - 1I cosk (X+§£) dk

2 n°n’ 2 n°n’®
o k'+ -z 0o K™+ '-——2'— 0 k + =
b b b
que es equivalente a :
_ b _-nlx-£)/b _ b -nit(x+&)/b
I = n © ~n ©
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+ GF
h cosw dw

—a

i1
ya que 3 - e r (@ > 0)
o w> + a’ 2a
Entonces tenemos que
-b—e'nngfbsenh(_nnﬁx ara x < &
2n b P
I = =
b—t.=."mx"bsn:en:ahg@ para x > &
2n b

y sustituyendo este resultado en la expresidn para G, llegamos a

la expresidén obtenida en a), tal como se pedia.
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CONCLUSION :

En las secciones anteriores, se han tratado algunos de los
aspectos relacionados con las Funciones de Green, algunas de sus
propiedades , métodos de obtencidén y aplicaciones.

En lo referente a las propiedades, no se hizo una
demostracidén rigurosa y detallada de ellas, pues tal no era el
objetivo del presente escrito. Tales propiedades se pueden
demostrar rigurosamente y sobre tal tema se pueden consultar
diversos textos. Lo que se pretendia en este escrito, era dar una
idea de cémo se utilizan las Funciones de Green para resolver
problemas de valores en la frontera , tal como se mencicnd al
principic del mismo. Tal objetivo, se intentd alcanzar mediante la
presentacién de ejemplos consistentes en problemas c¢on sus
respectivas solucicnes ; y aungque el numero de tales ejemplos es
reducido en este caso, por lo menos dan una idea de la linea a
seguir en la aplicacién de las Funciones de Green, sobre todo en
los cascs de problemas de valores en la frontera en los que se

involucran ecuaciones del tipo de Sturm-Liouville .
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Por lo tanto, no considero mal empleade el tiempo dedicado a
estudiar el tema, resclver problemas Yy preparar el presente
escrito, el cual leido con calma, sobre todo en la parte de las
aplicaciones , da una aceptable idea de cémo usar las Funciones dé
Green. No escribi un resumen de lo gque es digamos, el caminito a
seguir en cada casc segin las condiciones del problema, pues tal
cosa me recuerda mucho los recetarios de cocina ; en cambio, se
hize una presentacién de ejemplos en los gue se muestran algunos
de los procedimientos posibles, sin querer decir dque los
procedimientos aqui utilizados sean 1los tudnicos valides. La

inventiva es valida, pero apoyada en bases firmes.
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