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CAPITULO 1

MODELOS DE DARNO ACUMULADO

1.1 INTRODUCCION

Las trabajos acerca de los modelos de daflo acumuladoe comn un
enfogque probabilistice se han contemplade <desde hace algunos
afios. Recientementes Bogdanoff{ & Keozin [19885) realizaron un
trabajo en el.'que se resefla la metodologia para estos tipes de
modeloas., En particular, se utilizan cadenas de Markov para
model ar problemas de este Lipo, vease la referencia principal de

este trabaio, [3].

En el presente Lrabajce se analiza un mnodelo de dafio
acumul ado basado en cadenas de Markovy, €1l cual versa sobre la
siguiente situacidédn: Se supeone que se Liene una cierta pieza que
sSe reemplaza cada vez que Ya no e util por wuna nueva, La
variahle de interés es el tiempo de vida de la pieza, ©s decir,
mas gue el dafic, s2 mide el tiempo transcurrido antes de que
tenga gue ser sustituida. El conocimiento del comportamientos
estocastice de esta variable permite diseflar politicas de
reempl azo Y mantenimiento, COmpParar distintos t.ipos de

componentes, evaluar riesgos , stc.

Uno de leos objetives de este trabajoc es modelar el
comportamiente de esta variable, que en mucho=s de los casces es
una variable aleatoria discreta. CLro objetivo, una vez
identificado un conjunto de datos de este tipo, es determinar los
parametros del modelo correspondiente, s decir, la estimacidn
del modelo. Un métode sugerido en la literatura para tal efecto
lo constituye el método de momentos, el cual ciertamente es un

meét.odo consistente. En este trabajo se propone un método alierno:



especificamente so propone &1 usco doe la funcidn generatriz de
probabilidades empirica como wuna herramienta para estimar sus
paradmetros. En el presesnte trabajo, tamkién se comparan entre si
amhos metodos de estimacidn mencicnados, con &1 okjiseto de cobtener

lineamientos de sus ventajas y desventajas.

Este trabajo esta estructurado de la manera siguiente., En
este Capitulo 1 se presentan primeroc los conceplos prelimirfares
scbhre procesos estoclasticos y se describe la forma del modelo de
dafie acumulado gue ssra estudiado en forma posterior, Se
consideran alguneos ejemplos con datos simulados con 21 objeto de
ilustrar 1los efectos de los diversos parametros sobre la
naturaleza de los tiempos de wvida. El Capitule 2 introduce las
funcicones generatrices de probabilidad tanto tedrica, empirica y
las propias del modelo, asi como sus propiedades primordizales. Se
calculan explicitamente las funciones generalrices de
praobabilidad para un namero de modelos de dafic acumuladeo ¥y se
ilustran graficamente. Por otra parte, en el GCapitule 3, se dan
relaciones importantes acerca del medeleo ¥ s describen los
métodos para estimar parametros. En el Capitule 4 se cobtienen
conclusicones generales acerca del trabajo ¥y de un estudio de
Monte Carle gue se disefldh para hacer comparaciones entre los
estimadores. Por dltimo, en el Capitulc © se analiza un problema
real de datos proporcionadaos por el Departamento de Mantenimiento

de la empresa Asroméxico,

1.2 PROCESOS ESTOCASTICOS

Antes de poder describir lo gue scon los modelos de dalo
acumul ade, se necesitan alguncs conceplos sobre probabilidad, en
especial lo referente a proceses estocasticos; es por eso que
este rcapitulo se inicia estableciendo definiciones que se

requieren para el desarrollo del modelo. Existe wuna gran



bibliografia al respecto, véanse por ejemplo las referencias [1)
y (8],

Cuando se habl a informalmente acerca de procesos
estocAsticos se dice, para referirise a ellos, que son procescs
aleatorios gue “‘van cambiando conforme transcurre el tiempo™
Para un conocimiento més formal de lo que éstos son, se tiene la

siguiente definicidn.

DEFINICION 1.1: Un proceso estocistico C(PEDY es una familia de

variables aleatorias xt, donde 1 es un paraméiro gque toma valores

en un conjunto de indices T,

Cominmente, el indice t corresponde a valores discretos de

tiempo, ¥y entonces =1 conjunta de indices es T =:1{0,1,2,...2.

Los procesos estocdsticos se distinguen por su espacico de
estodos 0 rango de los pesibles valores de Kt, por el conjunto de
indices T y por las relaciones entre las variable§ aleatorias XU

Como se puedes observar con respecto a la definicidn ¥ lo que
se menciond al principic,. s cuenta con un conjunto de parametros
que generalments se interpreta como el tiemps;, con respecto a

aquello que cambkia, se interpreta como pasar de un estade a otro.

Existen diferentes tipos de procesos estocasticos, pero para
este trabalo interesan principalmente los llamados procesos de

Markov gue a continuacidn se definen.

DEFINICION 1.2: Un preoceso de Markov en es un proceso estocastico
{Xt} con espacio de (ndices en los numercs reales ¥y con la
propiedad que, dado el valor de Xt, los valores de xs para s » t

no son influenciades por los valores de Xu para u < t,



En el caso on gue el conjunto de indices es T =C0,1,...% V¥
el espacio de estados es {1,2,3,...2, lo gque dice esta definicidn
formalmente, es que se cumple la siguiente propiedad:

PreX_ =ji[X =i ,..... WX =i X =i> = Pr<X__ =j|X =i>
™ O N+l ]

+1
para toda n y todo estado iL, i, j. Esta propiedad se conoce como

la preopiedad de Markou,

A continuacidn se da una serie de ejemplos de procesos
estocasticos, donde se varia su espacico de estados y el tLipo de

parametro,
1.2.1 EFEMPLOS DE DISTINTOS TIPOS DE PROCESOS ESTOCASTICOS

Se obtisnen diferentes tLipos de proceseos estocasticos,
clasificados al combinar los diférentes tipos de espacios de
estados, discretos ¥y continucs, ¥ del espacio de parametros gue
tampbién pueden ser discretos ¥y continuos. Entonces resultan las
cuatro combinacicones siguientes, donde se dan ejemplos de cada

uné de ellos.

Cal PE con espacio de estados discretos y parameiro discreto.

* Preferencias de consume Cmarca A, marca B, marca (3,
ocbservadas durante leos dias de un mes.

¥ Numero de articuleos defectucsos en una muestra, con

el numero de articulos inspeccionados como pardmstro de,

indices,

Ck2 P.E. con parameiro continuo y espacio de estados
discreto.
*x Namerco de estudiantes ssperando &l autobds en algun

momento del dia.



Ccd PLE. con pardmetro discreto y espacico de estades
continuo,
» Tiempo acumul ads gue esperan n estudiantes que llegan a

la parada del auteobis.

Cd>» P.E. con paramsire y espacic de estades continuo.
¥ Volumen de una presa cobservado durante un intervalo de

tiempo.

De 1o diversos tipos de PE interesa de manera particular
uno de ellos, el cual recibe un nombre especial y gue ademas
regquiere gue cumpla can la propiedad de Markov., A continuacidén se

describen estos procesos ¥y cHmo se identifican.

1.3 CADENAS DE MARKOQY

También existe una amplia tecria para este tema, y se pueden
consultar las referencias {51 y [8)}, Aqui uUnicamente se describes
la herramienta necesaria para hablar con mayor soltura acerca de
cierta clase de modelos de dafic acumulade gque se describiran en

breve,

PDEFINICION 1.3; Una cadena de Markov (CM2 e un proceso de Markov

con parametro discreto ¥y espacio de estados discreto.

F=s convenisnte ascociar el espacico de estados de una cadena
de Markevy con los numereos enteros no negativos, esto s 21

espacio de estados es 5 = {0,1,2,3,...>.

la probhabilidad condicional de gque Xhﬂt pase del estado
dado gue Xh se encuehtra en el estado i, se llama la pgrodbabilidad

de transicidn de un pase y se define come



= Pr <X =3 [ X = i3,
N+l T

Esta notacidn enfatiza gus en general las probabillidades de
transicidn son funciones no solo del estado inicial y fipal, sino
también del tiempo de transicidn, Quando las probabilidades de
transicidén de un pasc son independientes del tiempo n, se dice
entonces gue la cadena de Markov tLiene probabilidades de
transicion estacionartas o que se tiene una cadena de Markou

estacronaria.

En este caso la fdrmula anterior puede escribirse

n.n+1_

1] i

»

donds P-t.i es la probabilidad condiciconal qgue 21 wvalor del estado

en una transicidén pase de i a j en un evento.

Usualmente se arreglan estos wvalores en una matriz y se le
conece como la malriz de Markov o matlriz de probabilidoades de

transicisdn C(MPT) del proceso, En general tendri la siguiente

forma:

i o o4 ]

11 12 13 “14 -

P P P

4 R 22 23 Zd T

P = e e e

ptl piz pia pzd """
R ]

Para i=1,2..., la fila (i) de P=|P”i es la distribucidn de
ii

preobabilidad de los valores de Xnﬂ kajo la condicidn de que

X =i.
N

Si el niumero de estados es finita, entonces P es una matriz

cuadrada finita cuyo orden e= igual al nimero de estados,



Claramente las cantidades Pi.i satisfacen las condicicnes:

Cid pij?_' QO para i,j = 0,1,2,3,.. .

Ciid E?=opij =1 parai = 0,1,2,3,....

Una cadena de Markov estéi caraclterizada completamente por sy
matiriz de probabilidades de transicidén CMPTD Y por su
distribuci®dn ihicial en el tiempo O. En €l anilisis de una cadena
de Markov interesa principalmente el cilculo de las
probabilidades de las posibles realizaciones del proceso. La base
para dichos célculos es la MPT de n pasos P‘"’=]P;';}|. Aqui P:';)
denota la preobabilidad que el procese vaya del estado i al estado
J en n transiciones. Formalmente,

g} : y
= £ == = 5
ptj T 'xm+n 4 ’xrn dsr

Con este, se esla tratande sélo con procesos homogéensos gue
tisnen probabilidades de transicidn estacionarias; de otra mansra
el lado izquierdo de la relacidn anterior también dependeria de

m.

La propiedad de Markov permite expresar la relacidén anterior

en términos de IPU| como se expone sn el siguiente teorema.

TEOREMA 1.,1:lLas probabilidades de transicidén de n pascos de una

cadena de Markeov satisfacen

o
Cn)_ (&2}
pi.j - _pi.kpkj ’

donde se define

o— 1 =i i=j,
P, =

v G si i#j§.



Antes de la demostracidén de este teorema, se nota qgque de la
tecrfa de matrices puede reconocerse a la relacidn que se
demostrara, En efeclLo, se Lrata de 1la férmula para la
maultiplicacidn de matrices, esto es,

m? (-1
P = P x P .

Por induccion en esta fédrmula, se obtiene

P(m=- P'n
en oiras palabras, las probabilidades de transicidn de n pasocs
tne

P
1)

son las entradas en la matriz Pn. la n—&sima poltencia de P.

Demostracicon:

Esta procede via un cnralisis del primer paso , un anilisis de ia
posible transicidén en el primer paso, seguide por una aplicacidn
de la propiedad de Markov., El evento de ir del estade i al estado
J en n tranmsiciones pusde ser rezlizarse en caminos mutuamente
exclusivos de ir a un estade intermedico k, ¢k=0,1,2,..2, en la
primera transicién, y entonces ir del estadeo k al estado j en las
restantes n-1 transicicones. Porgque de la propiedad de Markov, 1la
probabilidad de la segunda itransicidn es P;:‘-”, Yy gque la primera
es claramente Pi.k' Si se usa la ley de la probabilidad total, se

sigue la relacidn. Los pasocs son

[+ ]
o X =1 = = 3} = =i
Pi,j = Pr {Xh-J |xo i> kz_; Pr {xh J ,xi k |x° i2

o

=k_EOPr {X1=k |X0=1}Pr {Xn=J ]X0=i ,K1=k}

£ 4 iy
= PP TV,
xZal ix kj .

Hasta ahora se discutiron las cadenas de Markov, incluyendo

sy espacio de estados. Sin embarge no = ha wvisto cdmo se



clasifican éstos. También existe tecria extensa acerca de ésto ¥y

para ello deben verse también las referencias [S] y [8].

1.3.1 CLASIFICACION DE ESTADOS

Antes de pasar a definir los dos tipos de estados gque agul
se necesitan, m=e da la siguiente notacidn, ¥y en base a ésta se
def inen.

Notacion: f‘;: representa la probabilidad de que en un proceso
que parte del estadeo j,. la primera entrada al estado k ocurre en

el p-gsims paso, Se ponen

Y

DEFINICICN 1.4t Un estado j es transitivo si fﬂ< 1.

Lo que significa estad definicidn, &5 que al llegarse a
un estado de esie tipo existe wuna preobabilidad positiva para

eventualmente salir de &1 y pasar a otre sstado.

DEFINICION 1.5: Un estado k es absorbente si y s6lo si F1k=1'

De estad definicidén =se tiene, que =i se cae en este tipo de

estade, la preobabilidad de salir sventualmente de €1 es cero.

A pesar de que existen wvarios otros conceptos que se
estudian en la teorfa de Cadenas de Markov como lo son por
ejemplo las distribuciones estacionarias, las barreras
absorbentes, la descomposicidn de estados, la irreducibilidad de

la cadena y ciertas convergencias; ne se mencionan aqui por no



ser abscolutamente necesarias en lo que sigue (en las referencias

(11, [5) ¥y [82) pueden verse con detalles esfos temasd.

Se procede ahora al tema principal de este trabajo, dado gue
ya se Liene el material basico para €1 desarrello del mismo. Se
inicia la siguiente seccidn con el caso particular de cadenas de

Markov en el contexto de meodel os de dafo acumul ado.

1.4 MODELOS DE DARO ACUMULADO -

Se pretende modelar como caso particular, la duracién de una
pisza de alguna miguina que sufre dafic y gue tiene que ser
reempl azada después de algin pericdo de tiempe. En los modelos de
dafico acumuladoe se analiza el dafo gue experimentan las piezas,
debido éste a motivaos tales como desgaste, corrosidén, fatiga,
gquiebra, cambios en las propiedades del paterial, electrdlisis,
getc., El dafico puede ser cocasicnade por una accidn mecanica,
quim%ca, etc. Se habla de dafic "acumulado" en el sentido de que

2l dessgaste es gradual y la pieza falla tras acunmular cierta

cantidad de detericro.

La wvariable de interés eh ecste trabajo es el tiempo de vida
de la pieza; agui se le llama el tiempe de falla, lo cual quisre
decir lo siguiente: supdngase que se tiene la pieza anterior, se
coloca nueva y se conlenza a contar el tiempo a partir de este
momento hasta gue la pieza falla ¥y requisre ser reemplazada por
otra nuseva. La variable en muchos de los casos resulta ser una

variable aleatoria discreta, aungue también puede ser continua.

Por otra parte, el concepto de acumulacidédn de dafio también
es sensato por &l siguiente motivo., Pensando nuevamente en una
pieza que sufre daBo en el Lranscurso del tiempo, supdngase que

en este momento sSe coloca nueva. Entonces la preobabilidad de que

10



ésta sea reemplazada por otra en este momento es muy peguefia. Sin
embar go, =1 ya transcurrid algun intervalo de tiempoc
considerable, entonces esa probabilidad de reemplazo es mayor que
la anterior; y asi sucesivamente las probabilidades de cambio
crecen conforme transcurre el tiempc hasta gue cocurre el

reempl azo,

En la Seccidn 1.2 se definjieron las cadenas de Markov CCMD.
Ahora se conslideran Unicamente agquellas que son finitas Y
estacionarias, las cuales tienen asoci ada una matriz de
probabilidades de transitcidn (MPT) de dimensidn finita, y cuyos

estados =on de los tipos transitivo y absorbente.

Para los modelos de dafio se considera una cadena de Markowv
de “c' estados, de los cuales los primercs "c-1" son transitives
y el estado "¢ es abscorbsnte. Por lo gQue se describid en =1
parrafo anterior, el estado absorbente correspondes al estado de
falla © de reemplazo ¥y los transitiveos cuande adin no se llega a

la falla.

n proceso de acumulacidn de dafio se modela de la forma
siguients: s supone gue la piseza nueva inicia en gl estado 1 ¥
que falla al momento de ingresar al estade o, y gue durante la
vida ttil de la pieza s wvan recorriendo los distintos estados

intermedios.

5l se supoche gque sélo puede pasarse de un estado de dafio al
siguiente inmediatamente superior, entonces la forma de la MPT es

la siguiente (se suponen c=4 estados)

w9 Q0

+g =1,
donde pi_ qt 1

11



En el casc especial en gque las | P, para toda 1 < 1 < ¢
se Liene que la MPT se reduce a la forma que sigue (se suponeéen

c=4 sstadosd:

v
]
Q00w
v ag
» 0 00

[o B« B o I

donde p + q = 1,

Por establecer una nomenclatura, en este trabajo al modelo
con 1 primer tipo de matriz se le denominard =1 nmodselo no
diagonal ¥ al modelo con el segundo Lipo de matriz comeo el mpdelo

diagonal .

A este modelo gengrico de dafic acumulado se le denominara
Model e de Dafo Acumul ado basado en una Cadena de Markowv., Nétese

que o5 apropiado sdlo cuzndo las unidades de tiempo son enteras.

Puede interpretarse 21 tiempo como un ndmero de "ciclos de
uso”, por ejemplo la unidad de tiempo puede ser un dia laboral en
el casco de una magquina, un viaje en el caso de un autobls, o un

gelpe en el caso de una prensa hidraulica,

Cabe mencionar que existien varias generalizaciones posibles
a este modelo., Primerco, la posibilidad de gue pueda saltarse mas
de un estado a la vez. En este caso la MPT deja de itener ceros en
su parte triangular supericr y toma una forma mas compleja (con
un mayor npimero de parametrosd. Por otra parte, puede resultar
que la pieza sea instalada ya con un dafio a priori, es decir, gue
la pieza no comience necesariamente en el estado 1, sino en el
estado | con probkabilidad IH. Finalmente, tambien puede ccurrir
que con probabilidad pf la pieza falla en el estadce j. El primer
model o descritao corresponde a r5=1, ﬁz =-..= Hc =0 ¥ a

p,="""=p_, = O v = 1. Es éste modelo simplificade el que se

12



adopta para el desarrollo de este trabajo,

Para un tratamiento mas general de modelos de dafio
acumul ado, incluyendo agquellos para tiempes continuos, véase la

referencia [3].
1.5 NATURALEZA DE LOS MOPELOS: UNA SIMULACION

En lo sucesivo se consideran los modelos de dafico acumul ado

basados en cadenas de Markov con MPT diagonal ¥y no diagonal.

Fara entender ambos modelos, de wuna manera practica e
intuitiva, se similaron tiempos de falla gue provenian de éstos,
Se wvariaron los parametiros para determinar si los +tiempos de
falla proporciconan informacidn acerca de la identidad de cada

model o,

Para esto se realizé un programa en lenguaje Pascal para
simular tiempos de falla de i1a manera siguiente (se generan 2000
tiempos de fallad:
Ca? Leer una matriz de probakbilidades de transicidng
(b)) B2 inicia en 1 estado 1 ¥y continua con:
i28e genera un nimere aleateorico r con distribucidn
uniforme en €0,13 ¥y s cuenta.

iidCompara con el valor de P_- donde & s &1 estado en
gl cual se encuentra en ese momento; =i r o» P,
entonces se pasa al siguiente estado, pero si r = pe
entonces se ejecuta otra vez desde el pasoc i; y se

sigue asi hasta llegar al estado c.
CcDEl tiempo de falla simulade es igual a la cantidad des

ngmeros aleatorios generados para llegar a .

Se realizan entonces l1los pasos a, b y ¢ para €l nfimero

total de tiempos de falla. Noétese que €l paso blii> del algoritmo

egquivale a generar una variable Bernoulli con parametro 1—p..

13



En cuante a la seleccidn de las entradas en una MPT no

diagonal, se adoptd la siguiente ecuacidn para definir los
valores de la preobabilidad de cambic de estado

qj (o J 2c
para j = 1,28,....¢-1,donde & es un valor en (0,12, ¥ c &5 el

namero de estados. De agul se tiene que p;ﬂfmﬁ, ¥y de esta manera

puede abarcarse wuna amplia familia de MPT no diagonales

funcidédn de un solo parametro o.

en

El hecho de gue la ecuacidn ancltada para -qj Proporoeiona
siempre wvalores crecientes de qj con Jj, corresponde al hecho
razonable de que entre mas vieja s una pisza, mayor es Ssu
probabilidad de pasar al siguiente estado de desgaste. En ciefLo

mode, éstas MPT modelan 1 hecho comianmente experimentande de que

una pieza vieja se desgasltla mas rapidamente .

Frimeramente se muestran en las Tablas 1.1 ¥y 1.2 los casos
£imul ados donde los parameiros son €l tamafico de la matriz Ced ¥

el walor de la MPT (P). 5S¢ simularon los dos tLipos de modelos

para detectar si existe diferencia significativa entre ellos

desde el punto de vista préctico.

En las Figuras 1.1 a 1.27 se presentan los histogramas de
los tiempos de falla para los cascos simulados de ambos modelos,

en todas sus configuraciones de parametros.

Los histogramas fusron generades por la subrutina STATI del

pagquete estadistico GEOEAS., En los mismos, aparecen estadisticas

descriptivas las cuales seran referenciadas en el Capitule 2,

discutir las propiledades tetricas del modelo.

al

Las conclusiones relevantes se haran todas en =1 Capituloe 4.

14



TABLA 1.1

CASOS SIMULADOS DEL. MODELO NO DI AGONAL

PARAMETROS
¥ de estados c valor de o probabil idades pii. flgs.]
2 0.10 0. 245 0.012 1
0. 28 Q. 862 0.778 (=
0.50 0.730 0. B8O 3
0. 75 0. 584 Q. 334 4
0.20 G. 500 0. 200 5
8 0.10 0.977,0.987,0. 940, 0, 925 -
l Q. Q15,0 907 0. 902 -
Q. 20 O, G4, 0. Q1 4, 0. 880, G, 860 7
0.820,0.814,0.804
0. B8O 0.885,0.785,0. 700, 0. 625 2
0.875,0.835,0.510
Q.70 C. B35, 0, 689, 0. 580,0. 475 o
0.405,0.249,0.214
C. 20 0.7932,0.813,0. 4560, 0. 325 10
€. 235,0.163,0.118
18 0.10 0.988,0.976,0.2864,0.954,0. 948
0.9356,0.928,0,922,0.916,0, 212 11
¢. 908, 0. 904, 0. 802, 0. 901
G. =30 0.964,0.228,0.882,0. 8062, 0. 8235
0.8B08,0.787,0. 766,0. 748, 0. 736 iz
0.724,0.712,0, 708, 0, 703
0. 50 0. 940,0.,.880,0,.820,0.770,0.729
0. E680,0.645,0.€10,0. 580,0. 550 13
0.8540,0.820,0.510,0, B0G
1

(3




TAELA 1.1

CONTINUACI &N
is 0.70 0.916,0.832,0.748,0.6878,0. 615
0.552,0.503,0.454,0,412,0. 384 14
O.356,0.328,0.314,0. 307
0. 80 O0.822,0. 74,0, 646, 0. 586, 0, B05
0. 424,0. 361 ,0. 298, 0. 244, 0. 208 15
0.172,0.136,0.118,0.109
TABLA 1.2
CAZO= SIMULADOS DEL MODELC DI AGONAL
PARAMETROS
# de estados c Yalor de la probabilidad p figs.
= ©.10, 0.25 16 17
0.80, 0.75 ig 19
e .10, 0.25 20 21
0.50, 0.78 22 23
15 .10, O.E8B 24 25
0.50, 0.785 26 27
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CAPITULO 2

LA FUNCION GENERATRIZ DE PROBABILIDADES

2.1 DEFINICION Y PROFIEDADES BASICAS

Entre las wvariables aleatorias discretas, son de especial
importancia las gue toman s&lo los valaores enteros no negatives,
Dichas wvariables reciben el nombre de wvariables aleatorias de
contec. Una herramienta Gtil para su estudico es 1la funcidn
generatriz de probabilidades, la cual se introduce en el presente
capitulo. Para mayor descripcidn del tema veéase, por ejemplo, la

referencia [S].

DEFINICION 2.1 ((de [5]1D: Ses au,az,a ye e .l una sucesidédn de

numeros reales. Si

ACs) = a + as +as +...
O i 2

converge en algin intervalco TS, ¢S <5, S, >0, entonces ACs)

se le llama funcidn generatriz de la sucesidn {afu

Sea X una variable aleatoria gue toma los valares 0,%1.,8,....

es convenishte obtener la relacidn para la densidad de X y la

probakilidad de sys ceolas, las cuales se denotan como:

Pr{X = j» = pj ¥ Pr<X > j» = qj,

respectivamente. Entonces

v
2

q, = P

+ +. .. s
y P : D S

k¥ k+2

lLas funciones generatrices de las sucesiones {p;> Y {qf> sSon
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respectivamente

I
P(s2 Lj:opjs

b
s> = s
E:mqk )
Cuando P(12=1, la serie para P(s? converge absoclutamente,
per lo menos para -1 = & 1. Los coeficientes de Qs> son

menores gue unc y, ©n consecusncia, la serie QUs) converge, por

lo mencs en el intervalo abierteo -1 < s < 1. Se tiene entonces el

siguiente teorema gue expresa la relacidn entre P(s) y QCsD.

TEOREMA 2.1: Para -1 < s < 1 se cumple que

1 - P{sD
1 - s

Demostracidn: De las definicliones de P{(s) y Xsd, se tiene

Xs2) =

C1-s2(s> = q + (g -gDs + -+ (qn-qh_1>s“ + -

Por otra parte se tiene que

- = - >
qn t:]h_:l P Ppara n=1
¥
qo = p1 + pz * Pa tooo= 1’po
Entonces
C(1-s2=) = 1-p -psS—p sgp s7-- . .= 1—€Cp + ps + p s? 4.0
0 1 z | o 1 2 ’

de donde

C1-s52QL=2 = 1-PCs2.
Por lo tanto

s> = 257 -

A continuacidn se analiza la derivada de P{s2> ¥y algunas

preopiedades que resultan de ésto. Se cobtiene la serie

_ k—1
P-Cs2 = =1kpks ’
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la cual converge por 1o menos para -1 ¢ s < 1 . Para s

it
=

el miembro derecho se reduce formalmente a:
E‘f:ikpk = ECXD

Esto motiva el enunciado del siguiente tecrema de resultados ya

conoeclidos:

TEOREMA 2.2
Ci2 La esperanza EX), en caso de existir, sastisface las
re}laciones
o0 0

= Y i =
ECXD szrlpj

o en términos de las funciones generatrices
ECX> = P'C12 = QC1D.

C2) Tambien se tiene que si ECX? < w, entohces

=1qk ’

VARCXD = P"C12 + P-C12 - [P-C1231%

YAECXD) = 2Q-C1) + QL1 - (Q-c121?

Demostracidn:

Queda unicamente por demostrar (22. Se tiene que

PCs> = ) .
s j:Oij
de donde al derivarse gqueda que

'Cs) = i
G E:L:Jpjs

P"Cs) = 2“’ iCj-10psi?® .
J=2J J F‘J_
Al evaluarse la segunda derivada en s = 1 se obtiene

P*C1) = z?:zj(:_j—llpj =FCXCX-12D

de donde al simplificar y sustituir €12 se tiene que

B



PYC1) =EX°-EX =EX’-P'C1>.
Por otra parte se sabe que
VARCXD = EX*-tEX1?

de donde se sigue el resultado. o
La aplicacién del conceplo de funcidn generatriz adgquiere
particular importancia en el contexto de una wvariable aleatoria

de conteo:

DEFINICION 2.2: lLa funcidén generatriz de preobabilidades J(FGPD

4>sz). para la wvariable aleatoria discreta X, la cual soloc toma
los valores enteros no negatives con probakilidades PCX=j3=pj, se

define por la scuacidén

_ * s k
¢ cz> = E<z™ X’pkz

Not.e que q;sz) es simplemente la funcidén generatriz de la

sucesian Pg*Pyrer ¥ que

$c1> = Yp =1

Derivando esta funcidén se tiene gue

A = ; - v _’k—:l
&f"tl—t-ﬂ !‘r\l—‘hm
Y
LD =
$c03 =,

Fiur detfivacditn sucesiva se tiens

et |- T

s o] e 4]
qp" Czl = Wk =120k ~—2 -« Lhk—n+i1D2p =
" ™ =

¢ Tco> = ntp
o ™

De hecho, es posible demostrar ([5}) gue la funcion ¢ (=D
. k.4
determina completamente la densidad de probabilidad de X,

=2



Ejemplos de FGP son:

tpx(:z'.) = explACz~12D =i X se distribuye Poisson con parametro .
4)sz} = 1E1:vz-'~1—;::~)1r\I si X se distribuye Binomial con parametros n y
P.

o n
4&(23 = T==Ci-p> si X es Binomial Negativa con parametros n
Y P

A partir de la expresidén para ¢”ﬁ

x

Cz?>) se cocbtiene también

(n? - _ o .. -
¢, <1 = NF kCk-10Ck-22:-Ck-n+ldp, .

s decir,

¢imC1D = EC XCX-12CX-23-+-CX—n+1> D,

2l llamado n—-ésime momentoe factorial de X.

Enseguida se describs una wversidn empirica de ¢aCz) U
tendra aplicacidn en problemas de estimacion, debido a ciertas
propiedades gus también se enunciaran. Yease por ejemplo [2] ¥y

[7] para mayores detalles,.

2.2 LA FUNCION GENERATRIZ DE PROBABILIDADES EMPIRICA

DEFINICION 2.3: Sea X1.X2,.....Xn una muestra aleatoria de tamafio
n de variables aleatorias de conteo, Sg define la funcidn

generatriz de probabilidades empiricas (FGPE2 por

T X,

$ C(z>= —1 z z "
n n 1L =1
Esta funcitn aleatoria tiene preopiedades gque daran l1a pauta

para =u uso en el siguiente capitule. Estas Se enuncian en ia

siguiente proposicidn.
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PROPOSTCISN 2.1:
Sea {Xn}n21 una sucesidn de variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidas de wvalores enteros no negativos con
FEP ¢ (2> y Exf< w. Entonces,

(i2 Con probabilidad 1 ¥y ¥Yzef{0,113 :¢hCz) — ¢;Cz) cyando N —r o
€iid> Con probabilidad 1 Sup (¢ (z2-¢ (22| — O cuando n —» ™ .
zE10,11 X
s . — _ 2, ,2
€iii2 W¥Wzel©0,23 : ¥ n (£ ¢%Czb ¢&Cz) > —— NCO,¢Cz"2-¢4"Czdd> en

distribucidn cuando n —s m ,
Demostracicen: Ver referencia [7). ' -

La ceonclusidn (i3> es simplemente la Ley Fuerte de 1os
Grandes Nﬁmeros.'aplicada a cada =z fija. La propiedad {iid es un
resultads scbre convergencia wniforme en Z vy justifica =1 smpleo
de q%Cz) para aproxXimar a la funcion 4;(:). La propiedad CiiiD
constituye la distribucidon asintédtica normal de ¢%Cz3 para cada
z, peroc es un resultado puntual. Para ¢%Cz) visto como procesoa
estocastico, ¢%CZD - para zs( 0,117, se tiene la siguiente

proposicidn.

PROPOSICICN 2. 23

Sea {Xn}n21 una sucesidn de variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidas de valores enteros no negativos cada

una con FGP ¢ (2> vy Exf< w. Entonces,
Yn C ¢ Czd-¢ Czd D

converge débilmente a wun procesc Gaussiano con funcidn de
covarianza
CCs,td = dstd - Csd4CLD,

donde 0 = =s,t < 1.

Demostracidnt Ver también referencia (7). n
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En vl casc particular de gue los datoes sean tienmpos de
falla, Ti’Tz""'Tn’ como en los modelos de dafie acumul ado del

tipo descrito en el Capitule 1, la FGPE toma la forma siguiente:

1 n T
4:- Czl= ——— 2 z "
n n 1=1

Mas adelante se establecera el uso de esta funcidn para
resolver el problema de estimacidn param&tirica en ciertos modelos
de dafilo acumulado en los cuales los tiempos de falla son

discretes. La justificacidn del método se deberi principalmente a
los resultados de la Proposicidn 2.1.

Se finaliza esta seccidn con una proposicidn Util:

PROPOSICION 2. 3:

Sean xl,...,xn variables aleatorias de conteo independientes, ¥
sSuponga gue ){t Ltiens FGP 4}.%(2), i =1,...,n, Entonces X =)£1+'--+K

es variable aleatoria de contec y su FGP esti dada por

n

n
¢sz}= n 4},‘{2) .

1 =41
Demostracidng

12 demostracién s=e basa principalmente en el hecho de gue las

variables son independientes v cada una de ellas tiene FGP.

Entonces se tiens gue:

¢, 2> = ECz7D = EC27sT T = ECzTa 27

hal hal
= [CECZ™ID = CgCzd.
i=1 v=1 L

La siguiente seccidn tiene come principal ohkjstive oblener
la funcidén generatriz de probabilidades para algunos de los

modelos descrito=s en la Seccidn 1.3
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2.3 LA FUNCION GENERATRIZ DE PROBABILIDADES PARA ALGUNOS MODELOS
DE DANO ACUMULADO

En la Seccidn 1.4 se adoptd una nomenclatura para cierta
clase de modelos de dafo acumulado basada en cadenas de Markov.
De acuerdo a sus matrices de probabilidades de transicidén, se
habian distinguido los modelos diagenales y no diagonales. Siendo
que los tiempos de falla T en dichos modelos dan lugar a
variables aleatorias de contec, tiene sentide la referencia a sus

funciones generatrices de probabilidades q%Cz).

El proposito de este capitulo es mosirar la forma explicita

gque tienen las ¢%Cz} en los casos diagonal y no diagonal.

Fara obtener esta funcidn, se emplean los supuestos de la
Seccidn 1.2 aceca de cadenas de Markov., Los modelos a considerar

son cadenas de Markov con MPT

P, q1° O
P = o Pz Sz < »
o O © 1

Y con la smupesicidn de gque el procesco siempre se inicia en =1

estado 1.

Sea Wi tiempo que el proceso permanece en el estado 1. El
valor P, =S la preobabilidad de que después de un ciclo e}
pProceso permanezca en el estado u mientras que q1 os la
probabilidad de que bringue al estade 2 en un paso dade gue se
encontraba en el estade 1. Cada ciclo puede identificarse como
una variable aleatoria Bernoulli independiente con parametro p’.
donde se salta al estado 2 si ¥ sS6Glo si la variable Berncoulli

caorrespondiente toma el valeor 1. Se tiene entonces

33



esto es, Wl tiene distribucidén geomd&trica con parametro pl. Sea
ahora wjed tiempo de permanecer en el estado j con probabilidad
pj . Siguiendo el misme argumente se encuentra, para el wvalor de
‘jzl,-u-sc—ls
x—1
Pr {wj=x}=quj . ®x =1, 2, 3,...:

donde cada'wjtiene distribucidn geometirica con parametroa pf Mas
aun , Wi,. i E ,Wc_i son variables aleatorias independieontes.

Sea ahora T el tiempo dé alcanzar el estadeo ¢ dado gue se

inicid en 21 estado 1 a2l tiempo x=0. Entonces
T=W + W +---+ V¥
i 2

Los W son  independientes ¥ la funcidn generadora de

3
probabilidades de WJ_ es

q px—lzx
r=1 0§ *

c‘;j(z) = ECz™D

Yy al simplificar se obtiene

q;:jCzD = 1__sz

Se deduce entonces por la Proposicidén 2.2, que la funcidn
generatriz de probabilidades de la wvariable T es el producto de

las FGF de cada Wf esto es,

c=-a qu
$C=2= 1 [_f_—p_Jz—] ’
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de donde =& obtiene qQue

Coxy= S PR
‘13'.,. Cl—piz)----Cl—p zD

c -3

Esta expresidn muestra cdmo la FGP de T depende de F, la MPT
de la cadena de Markov asociada al modelo no diagonal. Para el

modelo diagonal, la funciédn generatriz de probabilidades se
reduce a la relacidn
q zZ c=1
4: czd = }—orn———"— .
T 1 - pz

Entonces se ha probkado €l siguiente teocrema:

TEOREMA ¢2.3: La funcidn generatriz de probabilidades de los

tiempos de falla del model o no diagonal esti dada por
c—1

g9, -9 z

c-f

& ¢%C2)= Cl-puzi----C1—pc_1z)

¥y para el modelc diagonal se tiene

q =z c—1
$ 22 = 3=z -

donde ¢ es el numero de esfados, p la prebabkilidad de permanscer

en el estado i, para 1 =i € ¢, y g = 1-p. »

2.4 GRAFICAS DE LAS FUNCIONES GENERATRICES DE PROBABILIDADES,

Enseguida se presentan algunas graficas de FGP (tLedricas> y
FGPE para los distintas configuraciones de parametros y varies
tamafios de muestras. En la Tabla 2.1 se muestran los valores de
los parametros gque se variarcon en los dos modelos, para censtruir

graficas de las FGP cbienidas en el Teorema 2.3, En 12 Tabla 2.2



se muestran los casos en que se graficaron las FGPE para el
modelo no diagonal, a distintos tamafios de muestras, mientras gue
las configuraciones para modelos diagonales s=se muestran en la

Tabla 2.2

Para =]l caso de las graficas de la FGPE, se utilizaron
tiempos de falla simulados por un programa similar al del
capitule anterior al cual se le anexd una rutina que evaluara la
FGPE en el interwvalo ¢0,1). Se utilizd la rutina XYGRAPH del
paguete estadistico GEOEAS.

Con la produccidn de graficas de FGPE a distintos tamafos de
muestra, puede verificarse empiricamente la wvelocidad de la
convergencia uniforme descrita en la proposicicon 2.1 €ii2,. FPor
otra parte, la construccidn de Jgraficas de FGP para modeles
diagonales y no diagonales permite hacer comparaciones entre
ambos tipos de modelos. . En particular, para distinguir si la
forma de la FGPF puede utilizarse como wun instrumento de

identificacidédn de modelos.
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CAPITULO 3

ESTIMACION DE PARAMETROS

En este capitule se considera el modele de dafie acumul ado
del tipo diagonal , es decir, st MFT gueda completamente
especificada por su dimension (cd, ¥y su primera entrada (p2. Se
obtienen primero algunas relaciones Ledricas del meodelo para la
media ¥y wvarianza. Después se definen dos métodos para estimar el
valor de p ¥ ©, ¥y por ultimo se plantean algunos aspectos para

ser investigados en un estudio de Monte Carlo.

2.1 FPROFIEDADES TEORICAS DEL MODELO

3.1.1. MEDIA Y VARIANZA,

Fara obtenser las relacicnes ttedricas para 1la media vy

varianza de un tiempo de falla T, s usa ®! Teorsma 2.2 socbre la

funcion generatlriz de preobabilidades del modele diagonal, de

donde s& tisne gue:

—32_c-2
¢’CZ)= Cc—12g 2
Cl—pz)c
¥
b - Czd= €c-129° " *z""Pcc-4Epzd
C1-pzd><*?

A evaluar en z=1 y sustituir en los resultados del teorema

resulta qgue:
ECTO=Cc—12C1+rd

S0



Y

VARC T =Cc=-13C1+4r2>Crod
donde r=p-qg.

Estas relaciocnes seran dliles en ung de los métodos que se

desarrcollan en la siguiente seccidén. Una verificacidn empirica de

estos resultados se aprecia en las Figuras 1.16 a 1.27, pues las

medl as 3 varianzas muestrales de lo=s datos simul ado=s =

encuentran préxima=s a los wvalores Lledricos, scbre toda para

valoresz grandes de n.

En las Figuras 2.1 ¥y Z.2 s muestran las graficas de 1la

media ¥ la varianza teoricas respectivamente para los wvalores de

{

c = » 2 v 18, v lox valores de p €l intervzlo (0,15.

Por otra parte, como se cobtuvo anteriormente, la FGF de este

tipo de modelos de dafio acumulado corresponde a la de una

variable aleatoris con distribucidn Binomial Negativa: en la

siguiente seccidn s muestra cuil es la forma de dicha

distribucidn.

3.1.2. FUNCISN DE DISTRIBUCION.

Hasta ahora, de acuerdo a los resultados que se han coblenido

respecto a los modelos diagonales, =& tisnse que parza una variable

aleatoria del tLipo que resulta del modelo, su FGP correspende a

una Bineomial Negaliva Jque Liene una densidad de la siguiente

forma C(ver [613:

[ wx—1 ]px—c+1qc-1
Pr CT=x> = x—-c+1 » 21 X Z2 c—1

O s+ 81 O £ x < c-1
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Para la funcidn de distribucidén que corresponde & estia
densidad discreta, se adoptara la notacidén P(T = xD=Fc CxD. =Se

obtiene entonces que la funcidn de distribucidn de la wvariable

aleatoria T ex la siguiente:

»
F (x = lksc—-

L =T} =4
lo . 51 0S5 x< c~1

k-1 k—c+i -1 .
> —
[k—c-!-l]P a y 31 x 2 -1

Niotese gque la funcidn de densidad toma =1 valor de 0O para
x € c-1, y esto =& debe a gue no pueds alcanzarse el estado de
falla c dezde =] estado 1 en un tiempp menor. dado qus =olo =&

pucsde pasar de un estado al siguients superior.

3.1.32. SESGO.

El coeficienlis de Sesgo 25 una medida de asimetlria de wuna

distribucidn de probabilidad con respecto a su dispersidn. En

terminos de valores esperados e exXpresa cComo!

ECX — ECX>>®
3

Coeficiente de sesgo (X2 =

o
donde o° es la varianza de X.

Para el caso de un modelo diagonal, utilizande la funcidén
gensratriz de probabilidades, s obtiesne la siguiente relacidn
para =l cosficiente de sesgo:

1 a

Coef. de sesgo(l> = Cc—l}[ } EE - 3g + qf],
g "We-12C1 /gD

va que la expresidén del tercer momenteo ceniral en términos de la
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funcidn generatriz de probabilidades esta dado por:

ECT-ECTID T=¢"* C13+3¢C1d +¢’ C1D -3¢ C13¢ €13 -3C ¢’ c1dd>%+acdr c1>d”.

Por lo cual s& afirma que el coeficiente de sesgo es siempre
positivo, ¥y para ello se muestira en la figura 2.2 la grafica del
mismo para los wvalores de ¢ = 2, 8 v 15, donde g=l1-p v @l wvalor

de p s toma en =1 intervalo C0,10.

Sea 'll'1 > '1‘2 re e oes Tn un conjunto de cobservaciones indespendientes
de los agul descriteos para tiempos de falla., Lo gue ahora
intereza ex ajustar un modelo gue describa el comportamento de
estos datos. Por ajustar un modelo, se entiende suponer gque los
datos provienen de un modelo diagonal y estimar lox valor es- de ¢
b P. NUmer o de estados v valor de la probabilidad
respectivamente., Las estimaciones, a 34 vez, describiran 1la

funcidvn de distribucidn estimada de la variable T.

Se menciond gue exiszsten dos posibles maneras para estimar
los valores de p y c: el método de momentos, sugerido en [2] vy el
método de las FGFP, cuya viabilidad se establece en el presente
trabajo. En cualquier casc, sg obtiens también una estimacion
inmediata para la funcidn de distribucidn al sustituir en la
expresion para F'c' CxD la= estimaciones correspondientes de c© ¥y

P
p. Por otra parte, también se tienen estimaciones inmediatas para

ECTD v VARCTD:
ECTD = Cc—12C1+r2 y VAR(T> = Cc—-10C1+r2Cr>,

donde r = psC1-p3.

Cabe mencicnar que el métodeo de maxima verosimilitud para
estimar © ¥ p no o5 aplicable a este casc debido a que las
suposiciones uUsuales para que este métode sea consistente (y

asintdticamente normal2 ne se cumplen. En particular, el soporte
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de los tiempos de falla esta acotado por debajo por ©-1 (no puede
llegarse al estado ¢ en menos de c-1 pasos), ¥y éste depende de
los parametros. Si c fuese conocido, entonces =1 estimador de
maxima verosimilitud para = =1 seria consistente ¥

asintdticamente eficiente. Tin embargo, &1 problema mas realista

en una aplicacidn es estimar p ¥ € simultineamente.

3. 2. METODO DE MOMENTOS

Supdngase gue se tienen n observaciones independientes de

tiempos de falla, T‘,Tz,... y I . El método consiste en estimar la
™ ,~ Ea

media ¥ la wvarianza de los datos, m ¥y v respectivamente, ¥y
T L]

después sustituir estas en las relaciones tedricas de la media ¥y
varianza obtenidas en la seccidon 3.1.1. . Con esto se cobbtisnen

dos ecuacionss con dos incdgnitas y rescolviendo se tiene gus:

~
P, ———— ’

= +1.
< C mn) C an i

T

El hecho de gue este mélodo es consistente, es decir, que

- Y

P, — P Y c — c, cuando n — o, radica en =1 hecho de gqus se

elijan estimadores consistentes de E(T) y VARCTS. Baje la
. & = _ 1 - 1 = .2 .
eleccidn m = T = —— E T ¥ v= ——— E CT -T 27 se tiene gque
n ™ N r=4 1 ha n-1 1 n

m— ECID> v v — VARCTD, cuando n — .

L) Fa)

Notese gue con los wvalores de ch Y p_ por el méetodo de

s

momentos se abtienen los estimadores de ECTO =T = mn Y
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VARCTD = v .
™

A continuacidn = muestra ol s=ssgundo métode, basado en la

FGP v la FGPE, que aqui se denomina el méteodo de la FGP.

2.28.2. METODO DE LA FGF

Timilarmente, se dispone de un cohjuntoc de n dato=z (tiempos de
falla?. Primercoc se wesligoen dos walores arbitrarios de =z en el
intervalo C0,13, '..r:1 Y z_, con z:l < zz. Enseguida se evalda la FGFE
canz:) en los dos wvalores de z con los tiempos de f‘alla. dados, de
donde s¢ obtienen los valores th{lej Yy qanzz}. Al sustituir los
valores por parejas, es decir z, ¥ ¢nC21). en la FGP, se obtienen
dos ecuaciones con dos incdgnitas, las cuales son las siguientes:

c—-1 c—1
1 sz‘ C1 ]DDz2

¢.nc 21) = i=p= - Y qan zzD =

1._
Pz,

Se propone gue las estimaciones de p y ¢ =ean los wvalores

gue resuelven este sistema de ecuaciones.

Al resolver para p nos gquseda la siguliente scuacidn:

¢nCzi)
1_

pzz 1 —pz;l

_—.O,

la cual es necesario resolver peor meltodos numérices. En sste

trabajo se resolvidé por el método de biseccidn. Ahora, para

encontrar el wvalor de ©, sclo se toma cualguiera de las dos

ecuaciones, se resuelve para ella y se encusnira que
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in ¢ Cz O

[ c1—§n>zi]
1 —}::-hz1

Con estoc = estiman los valores de p ¥ ©, ¥y peor tanto =e

conoce el modelo estimadoe del cual provienen los datos, es decir

S conoces una estimacidn a la funcidn de distribucidn.

Cuando =e estiman c ¥y p por el méetodo de la FGPF y se

utilizan para estimar ECTD) v VAR(TD por sustitucidén en las

& ~
expresiones tedricas, no necesariamente se tendra ECTD= mn ¥
V::RC TO = 'C'n como sucede con <l m&étodo de momentos. Mas avin,
claramente, las esztimaciones 2 Y ; dependen de la eleccidn
arbitraria de z ¥y =z Es precisc determinar si existe una

eleccidn del par (zi.zzj que sea mas favorable gue oiras en el
sentido de que produzca estimaciones mas eficientes. En ol
estudio de s=imulacidn de la =s=iguiente =eccidn, s pretende
estudiar este dltimo concepto.

Los estimadores P, Y c  por el método de la FGP, al igual
que por 21 métotio de momentos, también son consistentes. Esto se
establece a partir del hecho que para cualguier seleccidn de
¢z,,z 2, =iempre se tiens tbﬁ(z’J ——-rctaCzi} Y ct)n(:zz) ——>¢sz)

cuando n ——» o, como lo establece la Proposicidn 2.1 .
3.4 ESTUDIO MONTE CARLO

Ezta =imulacidn =e concentra en los modelos diagonales vy
contiene casi todo el material del gue se ha hablado en el

trabajo. El programa gue s& escribid consta del siguiente

algoritmo:
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€32 Leer &l numero de estados de la matriz, c.
Cb> Lewer el valor de la probabilidad, p.
Cc2 Calcular los valores tedricos de la media y la wvarianza.
Cd) Leer los siguientes parametros:
n : tamafico de la muestra de tiempos de falla a generar,
z, ¥y z; valores que sg usan en el método de la FGP.
(e Iniciar un ciclo de 2000 itesraciones gue consta de:
Cl1> Generar n tiempos de falla,
{2) Calcular la media y varianza de los tiempos simul ados,
32D Estimar parametros por el método de moment os v
guardarlos,
(4D Estimar parametros por el método de la FGFPF y también

guardarlos,

~ o~

Se estimaron 2000 wvalores de p ¥y <, per ambos métodos.
n

CfD Calcular la media ¥y la varianza de las 2000 estimaciones que
se hicieron de cada parametro peor ambos métodes.

~ Y

Cg2 Calcular el copeficiente de correlacidn de P, Y ©_ por los dos
n

m&todos.

El criterio usado para cuantificar el desempefic de cada

estimador fué el Error Cuadratico Medic (ECM), definido por:
ECM (phD = |sesgo Cp 2 [2 + VAR ﬂpﬁ) = {E(pn—p)}z + VAR Can
n

Csimilarmente para an. Con el método Monte Carlo se obtienen

~ Lad
estimaciocnes de ECph) Y VARCan. las cuales permiten estimar

o~ Ll
EICMCphD. Cuando n — o, S espera sesgolp 2 —— O,
Lal

A continuacidn se resumen los resultados de las simulaciones
gue =& realizaron en las Tablas 2.2 a 2.7 . Se wvariaron los
siguientes parametros de entrada (Tabla 3.12;

1> El ndmerc de estados (cd.

22 El valor de la probabilidad (p).
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=3 El tamafico de la muestra de tiempos de falla Cnd.

4) Los valores de z, Y Z,-

TABLA 3.1

TABLA DE PARAMETROS
Nimero de sstados (oo 2, B8 y 15
Preobabilidad Cpo .10, 0.25, 0.50 y O.75
# de tiempos de falla (nl 10, 25, 80 ¥ 75
Valor de C21,223 C0.15,0.202, (C0.45,0.850,
€O.20,0.802, (0.85,0.995),
CO, 990, 0, 85D

Con esta eleccidn de parametros, se pretende abarcar wuna

gama amplia de distintazs MPT de tipo diagonal asi como distintos

tamafios de muestra. En cuanto a la eleccidn de ( 21 = zz) » Twue
importante explorar tanto parejas ‘cercanas entre =i" como
"lejanas entre s1{" en todo el range €0,13 con w=I objeto de

determinar =i existe alguna pareja 4gque sea favorabkle para la

estimacidén por el método de la FGP.

~ ~~ ~ ~ -~ ~
En las tablas, se reportan ECM(p), ECMCc)d, Elpd y ECc)D para

cada una de las configuraciones de los paramstros.

Las conclus=iocnes g observaciones =c posponen para el
Capituleo 4,

Se



TABLA # 3.2 NUMERO DE ESTADOS C =2

n=10
z .=z p=0.10 p=0.28 p=0.80 p=0. 78
0.15 O.9027 3.0116 0. 2254 2. 0501 0. 4522 32,1458 0. 6384 2. 3440
0. 20 Q. 0987 22,0044 C. 2445 3.0180 0.4730 3. 0828 0. 8024 3. B644
Q0. 49 C, 0807 2.0120 0. Sc06 3. 0480 0. 4492 3. 1620 Q. B80T 2. 23461
C. 85 O.081e 23,0121 Q. 2271 3.0378 0.4649 32,1126 0.8B828 32, 2872
0. 20 G. 0971 3. 0123 O. 2240 3. 0802 0. 4482 =.1587 O.702Z2 B.3169
0. 80 0.0926 32,0106 O, 220 2.02232 O. 4847 3.1049 0.8788 2 48557
0. 85 0.0874 2.0134 0.2238 3. 0487 0. 4480 =, 1691 0. 6974 3, 3357
0. 295 Q,0817 3 0267 0.21321 32.0721 Q. 42394 32, 2041 0. 69868 3, 3286
0. 220 C. OB0OT 2. 0130 Q. EE231 Z. 0465 0. 4528 3.18548 O, 6274 2. 33241
O. Q95 C. 0830 2. 02090 0. 2070 2, 0805 0O, 4300 2. 2462 O. 8788 3. 4797
n=g,9 0, 096E 2, 0053 Q. 23639 32,0251 0.4783 3, 0667 Q. 7288 3. 1328
0,099z 32,0015 O. 2480 3. 0051 0.4928 33,0214 O.7021 2.1982
C. 0954 Z, 0064 C.2Z281 3.0189 O.4777 2. 0750 Q.72288 3.14325
O, 0268 Z. 0081 0.=2411 Z2.01326 0. 48785 2. 0418 0.7=279 13,1268
0. 08738 2. 00465 0. 2402 3. 0209 O0.4776 32, 071c O.789 3.13273
0. 0gel 2, 0038 0. 2450 2. 0108 0. 4804 2, 02282 Q.72756 33,1311
O, 08 =, 0089 O. 2407 3. 0167 O. 4754 3. 0762 0.7282 3, 15432
o, 0224 32,0120 0. 2364 3, 0282 0.4738 3. 02827 O.73217 2,120
Q. 0988 3., 0051 O.2387 2, 02132 Q. 4788 3, 0662 0. 73202 2.1181
0. 082z 2.0128 O.2218 3. 0327 C. 46888 3. 10203 0. 7244 31692
n=50 0. 09792 2. 0020 0.2437 3.011=2 0. 48094 32.0413 O, 7284 2,0844
0.0991 3., 0006 C. 2485 3. 002B 0. 49832 2, 009C O. 7249 2, 0720
0.9797 2.0018 0.2421 22,0121 Q. 4877 23, 02832 O.73F7 2. 0873
O. 0972 2.0018s 0. 2482 3. 0088 0.4926 3, 0193 O, 7229 2, 0497
O. 0878 2. 0024 0. 2418 2. 0173 0. 4900 3. 032322 0.7202 3, 0699
O, 0Re2 2.0018 O. 2481 Z. 007G 0. 4842 2. 016G Q.7321 3. 0827
O. 0979 2 00325 0. 2488 32,0085 O. 4879 2, 0289 0.7320 20732
0. 0987 Z. 0062 C.e432 =2.0140 O, 4876 3, 0378 O.7411 3. 0976
O.0877 = 0027 O. 2485 3. 054 O. 4831 2. 0407 Q. 73858 3.0B1Z2
O. 0980 2. 006G O.2419 32.0148 0.4816 2. 0586 0.72855 22,1050
n=75 O. 0RES 3. 0024 0.2449 3.0104 0. 4894 32, 0371 O. 7420 3. 0489
O. OQog 2, 000G 0.2495 2.0016 0. 4997 3, 0069 O.7413 2. 0350
Q. 072 Z.0038 0. 2460 Z. O0EE C.4912 2. 0246 0.7421 2. 0822
0. 0281 2. 0021 O. 8474 2. 0026 0. 4953 2. 0130 Q. 7427 2. 03830
O. 0879 Z. 0027 O. 2468 2. 0080 Q. 4526 3. 0276 C. 7416 2. 0501
0. 0986 Z2.001%5 Q. 2482 2, 002E Q. 49768 3. 00Y8 Q. 7438 3. 0323295
$.0980 2.0010 O. 2481 2. O0BS 0. 4805 Z. 0284 G. 74326 Z. 0488
O. 0971 Z=. 002 0.2450 2.0118 O. 4908 3. =281 Q. 7449 2. 0362
O.0283 2.0012 O. 2461 3, 0026 O. 4920 2. 0280 O. 7428 3. 0477
0. 0881 2. 00382 0. 2428 3.0159 Q. 4890 3., 0329 0. 7405 2. 0833
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TABLA # 3.2 NUMERO DE ESTADOS G =
n=10 0. 0240 B. 0272 0. 2326 8.1282 O. 4844 B. 4538 D.7144 B.2I2L6
0. 0973 B.O224 0.2201 8.2113 0. 2841 9, 9351 0.2175 16. 593
0. 0967 8. 0082 O. 2268 8.1008 0. 46089 8. 4302 0.710%5 9. 0357
0. 0841 8, 0348 Q.2270 8.1912 0.4024 ©9.1132 0.4322 14.1682
0.0881 8.0226 O. 2220 8.1978 Q. 4528 8. 4553 0.7162 8. 8876
0. 0949 8. 0434 O. 2222 8. 22683 O. 3228 9. 2008 0. 46032 14. 206
0.0851 8.0148 0. 2340 8.1120 0. 4549 8. 4425 0.7132 8.9489
0. 08821 8. 08897 O. 2218 8. 2300 0. 4502 B. 6497 0. 6962 9, 4068
0. 0287 8. 0=48 O. 23321 8.1402 0. 4097 B. 3829 0. 709G Q. 0822
0. G874 8. 02107 0, 21681 B. 2922 0. 4482 B.7101 0.0L12 D 56387
n=23 0. 09658 82,0157 0. 2435 B. 0S5ES O. 4867 8. 16z22 0. 7382 B.3780
0. 0983 8. 0076 0. 2427 8. 0658 0. 2787 2. C=E66 0. 32207 14. 036
0. 0222 8, 0073 0.2421 8,071 O.4886 8, 1441 O. 7344 B, 2900
0.0a277 82,0185 O. 2412 B. O0GGE1 0. 4571 8. 46502 0.8809 11. 850
0. 0979 88,0168 0. 2436 8. 0480 O. 4889 8.1374 0. 7220 B. 210D
0. 0280 B8.0180 O, 24085 8, O78BE 0. 4472 2. 8307 0.8623 11.2495
0.0282 £.0141 Q. 24582 B. 0325 0.4831 B.2104 Q. 7360 8. 236z24
Q. OS5E 8, 0381 0.2401 8.0814 0.4781 B.2Bl4 Q. 7298 B, 8387
0.0281 8.01132 . 2428 B. 0522 0. 48688 B8.167= 0.7347 8.3772
0. 0947 2. 0382 O. 2308 B8.1185 Q.4774 8. =9G=2 0. 7282 8. 3590
n=50Q 0. 09893 8.0048 0. 2478 B.0182 O, 4941 8. OBOS 0.7438 8.1641
©.1001 B.O0C=g 0. 2467 8. 029G 0.4225 8.65014 0.3911 12. 750
O. ORER £, 0062 O. 2482 8.0144 O. 4211 £, 1082 0. 7432 B. 1667
0. OsBE 8. 0021 Q. 2454 8, 0324 0. 4789 8. 28271 C.G131 10. 345
Q. OR79 B. 0093 0. 2466 B. O247 O.42132 8.1073 C.74EE2 88,1796
0. 0981 8.0021 0. 2457 8. 0341 O.4724 8. 3279 0.8145 10,778
C. 0297 8, 0002 Q. 2466 8, 0326 0. 4956 3, 0565 0.7420 8, 1956
0.0982 2.0117 0. 2442 8. 0948 0. 4920 8,1061 0. 7400 B. 2524
0. 0L 2, 0009 0. 248¢ &, 0290 Q. 4989 &, 027TE C.74EE E. 2012
0, 0999 8. 0035 0. 2424 B2. OGES O, 4882 8.1622 Q.7320 8B, . 2915
n=73 0. 0990 g, 0053 0. 2480 8.0108 C. 4901 8. 041% O. 7444 85,1455
0. 0999 8B, Q026 0.2475 8.0177 0. 4461 8. 40G0 O.4202 12.123
O. 098 8, 0086 O. 2421 2.0151 0. 4954 8, 0007 0. 7443 8.123=
0. 0887 8 0072 O. 2477 B.012% 0.48321 8.1837 0.6415 &. 8421
0. 0220 2,0011 Q. 24735 B2, 0181 00,4964 8. 0413 O.7457 82,1179
O. O8E8 B, 0035 0., E465649 8, 0241 0. 481E 8. 2200 0.6418 10. 236
C. OBReE 8. 0003 Q. 2465 8, 0=20 0. 4958 8, 0412 0.7444 8.14E7
O. OREE 8. 00B:Z C. 2481 8. 0365 0. 14944 8. 0632 0.74F5C 2.139%9
©.1001 . 0026 Q. 2468 2, Oc42 0. 4851 8. 0608 0. 7463 8. 0949
©.0889 8.0117 0. 2444 8. 0464 0. 4920 8, 1033 0. 7443 8.1529
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TABLA ¥ 3.4 HNUMERO DE ESTADOS C =18
n=10 0. 0052 15. 041 O.28313 18.3213 0. 46812 18. 967 O.7141 18,958
0. 0924 19, 099 0.1828 18,188 0.1615 21.247 Q.10=28 38,732
C. 09568 15. 049 . 2369 15. 222 0.4772 185. B85 0.7180 18.820
0.0919 18.113 0. 2088 15.676 0. 3078 149, =262 O. 2628 34, 450
0.0970 18. 048 0. 2388 13, 200 0.4712 15. 731 0.7134 16. 982
0.0=228 15,117 O. 2004 15. 820 0. 3093 19, 583 O0.3047 34.8501
0. 0838 18. 080 0.2431 15.145 0.4749 15. 6567 0.7121 17. 2268
C.0871 15.186 O. 2292 15. 407 0. 4568 16.181 0. 6688 19, 730
0. 0262 18.012 0. 2242 158. 260 0.4B822 18.210 0.7105 17.128
0.0822 18. 152 0. 2170 1558821 0. 4480 16. 459 0.6919 18.164
n=29 0. 0889 15, 007 0. 2457 18. 069 0. 4904 15. 227 0.7347 1%5. 823
0. 0982 13. 026 0.2021 15.8974 0. 2232 19.681 C.15=28 24,9563
C. 0920 15. 004 0. 2481 15. 087 0. 4884 15,321 O. 7389 18, B95
C.0a72 15, 0282 0. 2249 15. 242 O. 3798 17.5849 Q. 2BEE 29, 880
C.1002 14. 995 G. 2464 15. 0S8 0. 4801 185, 362 0. 7358 18.774
O.0872 18, 022 0. 2220 135, 348 0.3772 17.2082 O, 3894 =29. 745
0. 0892 18. 002 0. 2444 15. OB7 0, 42307 15.243 O0.7349 18. 8215
O. OR62 195, 0B85 O. 2282 18.188 0. 4827 15. 467 0.7148 16. 868
. 08989 18,017 C. 24564 15. 089 C. 480 15. 216 0. 7375 15, 686
0. 0954 18. 071 O, 22= 18.159 0. 4787 19,877 0. 7304 16, 056
n=50 0, 0999 14,998 0. 2468 15. 0532 Q. 4228 15,1958 0.7443 15, 2032
0.0992 13.012 0. 8254 18. 291 0.27158 1286632 O.1g=4 21,883
©. 0990 15. 016 O, 2472 15. 045 O. 4032 18,175 O. 7422 15. 418
0.0989 1%, 021 Q.2411 15,1421 Q. 4223 16. 587 O.4202 e8.813
C. 0924 18, 008 O. 2484 15, 027 0.4822 15, 198 O, 7430 18, 380
O, 0ueg 15, 020 00,2399 15,170 0.4110 17. 084 0. 4633 26, 838
0. 0922 15.010 O.2474 15. 040 0. 4939 15.155 0.74320 15, 273
C.O0R7T2 15,021 O, 2447 15. 080 00,4901 15. 2060 O.723&2 15. 888
0.09%1 15.014 0. 2482 15.018 0.4228 18.195 0.7435 185. 2364
0.0874 15, 041 0. 2452 15, 0808 O, 4880 195, 323 0. 7402 15.545
n=75 0.0992 15,006 Q. 2487 14,9397 O. 4259 15. 0992 0. 7487 18, 2325
0. 0994 15, 007 0. 22332 18. 188 0.2681 18.105 O. 2188 30.810
0.0291 15,010 0. 24982 145, 006 0. 3958 18,106 O, 7458 18, 222
C.08991 15.012 O. 2449 15, 081 C.4Z88 1€6.214 0. 45079 ES. 1061
O. 09z 18. G0 0. 2480 15. 026 0. 4848 15.135 0.74432 185, 206
0.0%= 15,012 0.2426 15,118 C. 4285 16. 6732 0. 4897 23. 706
0.0887 15,001 O, 2472 15, 042 0, 4956 15.122 C. 7482 15,261
G.OomER 158, 081 0. 2454 15. 073 0. 4928 15.171 Q.73689 15. 697
0.0994 15.010 0.248g 18,018 C. 4908 19, 0932 0. 7460 15,200
0. 088z 18. OcB C. 24058 15, 061 0.49324 18,179 0. 7440 15, 324
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Coef.de Sesgo
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Cosficiente de Sesga en Modelos D.agonsies
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CAPITULO 4

CONCLUSIONES Y COMENTARICS

4.1 OBSERVACIONES GENERALES

En este capitulve = resumen las conclusiornes generales

acerca del problema gque s estudid en este trabajo. Conforme a

los Capitulos 1-3, el proyecto =se organizd en bLres partes

principal es:

€12 Considerar modelos para dafico acumulado basadeos en

cadenas de Markov de los tipos denominados “diagonales™ vy

“mo—diagonales", para determinar cudles sSon las diferencias

cualitativas entre ambos tipos,

(22 Calcular la funcidn generatriz de probabilidades para

ambos tipos de modelo ¥y observar la velocidad de caonvergencia de

las funciones generatrices empiricas, ¥y

(20 Estudiar un mStodo de sstimascidn basado sn la FGPE ¥

compararlo con £l méitodo de momentoz en un estudio Monte Carlo.

4.1.1. MODELOS DIAGONALES ¥ NOQ DIAGONALES

En las Figuras 1.1 a 1,27 s presentarcon histogramas

construidos con 2000 datos sSimulados provenientes de ambos
modelos para distintas configuraciones de parametros. Salta a la

vista #1 gue la=s densidades de los tiempes de falla son siempre

sesgadas a la derecha, ¥y que al aumentar el valor del parametro

c, tienden a volverse simétricas, independientemente del wvalor de
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la matriz de probabilidades de transicidén, P. Esta ocbservacidn
corresponde al resultado descrito en la Seccidn 3.1.3 acerca del
cosficients de sesgo. Un aspecto importante s gue estas mismas
particularidades se presentan tanto sn los modelos diagonales
Como en los no—diagonal es, 1o cual tienes implicaciones
importantes. Aparentemente, €l hecho de aumentar la complejidad
de la MFT no hace gque los tiempos de falla adguisran
caracteristicas adiciocnales. Se observa gue la naturaleza de las
densidades (vista a travéz de lox hiztogramasD o cambia
bruscamente al pasar de un modelo a otro. Estrictamente habl ando,
lo=s modelos diageonales y no-diagonales son distintos en cuanto a
las distribuciones gue generan, peroc se concluye gue en la
practica pueden aproximarse bien los modelozs no-diagonales con un
modelo diagonal, ! cual en general poses un ndameroc menor ds

parametros.

I hecho, = encontré que si =& estiman los parametros c y p
de un modelo diagonal a partir de datos generados bajo un modelo
no—diagonal, se obtisne wun ajuste a la funcidn de distribucidn
que no resulta ser evidentemente inadecuado. El modele diagonal
es, en la 't,armim:rlogia usual, mas parsimeonitosc (gQue tiene un
numero menor de paramebtros) y por lo tanto es preferible sobre un
modelc no-—-diagonal. El alcance del presents trabajo no permite
hacer wuna conclusidn similar on cuanto a MPT mas generales gue

tienen entradaszs distintas de cers en un nROmsro  mayor de

posiciones.

También debe remarcarse que estos modslos son inadecuados
cuandc los datos muestran sesgo negative. Segin los resultados
descritos en la Seccidn 3.1.3, el sesgo que resulta de estos

modelos es siempre positive =1 g € 1. Una posibilidad para datoes

T:,’ ey T que muestran sesgo negative es ajustar el modelo a
Lyl
C-T, ..., C-T, donde C e una constante mayor que todas las
[ n
observaciones. Sin embarge, es sSabido qque la mayoria de las
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aplicaciones dan lugar a datos que posesen sesgoe positive ¥ no

sgra necesaria la eleccidn de la constante arbitraria C.

En las Figuras 1.1 a 1.87 también se verifican los
resultados tedricos obtenidos en la Seccidn 3.1.1 acerca de la
media y la wvarianza de los tiempos de falla. Por ejemplo, para
c =8 yv p= .78 CFigura 1.283) s obtienen los wvalores 28 y 84
para la media ¥ la warianza, respectivamente, mientraz que los

resultados muestrales son 2B. 226 vy 880. 0B84 para estos conceptoes.

4.1.2. LAS FGF Y LAS FGPE

En 1 Capitulec 2 (Figuras 2.1 a 2.2 se grafica‘rcn FGP
{tedricas) para ambos tLipos de modelos de dafic acumul ado basados
en ctadenas de Markov., Uilizando estos instrumentos, también se
confirma la aseveracién hecha con respscteo a las graficas del
Capitulo 1: no existe diferencia notoria entre el comportamiento
genérico de las FGP para MPT diagonales ¥y no—-diagonales. Una
caracteristica intereszante hubiese =ido, por sjemplo, gque las FGF
para modelos diagonales resultaran cdéncavas mientras gue las FGP
de los model os no—diagonal es fuesen convexas) con esta
ab;servacién. lax FGFP podrian utilizarse comdo instrumento para
identificar los modelos. =Zin embargo, no =e presentd dicha
situacidn. Las formas son similares vy las variaciones se deben a
las distintazs configuraciones de parametro=: las diferencias
e@striban en la pendiente de la funcidn en distintas zonas del
intervaleo (0,12, For ejemploc, e <l cazc de los modelos
diagonales para c = 32 y p = 0,10 (Fig. 2.212, la FGP comienza a
crecer relativamente pronto, mientras gue para ¢ =18 ¥y p = 0.78
CFig. =2.32), la FGF e mantiene chica por mayor tiempo antes de

Crecer .

El entendimiento del comportamiento de las FGP en el range
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(0,12 o= importante para el m&todo de estimacidn por la FGFE

descrita en el Capituleo 2 Para ejecubtar dicho método, deben

seloccionarse des valoares arbitrarios =z Y = en (0,12, ¥ cabe

esperarse dgue habrid diferencias al cambiar las selecciones de

estos dos nuUmeres (véase la Seccidn 4.1, 30.

En las Figuras 2.7 a 2.32 s varian los tamafios de muestira

para una configuracidn fija de los parametros del modelo, Se

grafican simultaneamente las FGPE para los distintos valores de n

y pusede observarse la convergencia uniforme (en z) de la FGFE

$ C=z> a la FGP ¢l=zD. Cabe notar gue dicha convergencia se
Eal

verifica con rapidez. Con n = 75 en la mayoria de lo=E casos, la
FGPE se encuentra ya muy préxima a la FGF. En efecio, para

valores d= =z =9 el intervalo C0,0.82, la= CuUrvazs son

practicamente indistinguibles.

4.1.3 ESTIMACION DE PARAMETRO_S EN EL CAS0O DIAGONAL

Los méetodos dé estimacitn que se estudiaron son el m&todo de
moméentos (MM y <l método de la funcidn generatriz de
probabilidades (MFGPFY. Intersza sn esta seccidn, establecer si
algian métodeo tiene ventajas sobre el étro en términos de
eficiencia, = decir, gque la wvarianza de un métodoc sea mesnor gue
la del otro Cya se sabe que ambos métodos son consistentes). Se

comparan los errores cuadriticos medios de ambos mdtocdos para

estimar los parametros p y c.

De las Tablas 2.1 a 3.2 se observa de inmediate que el MFGP
pusde llegar a ser mucho mas eficisnte gque €1 MM, For sjemplo, en
el caso c = 8 y p = 0,10 CTabla 3.8) se tiene gqus w1l MFGF gana sn
eficiencia S8.97% al estimar p ¥ 97.285% al estimar c,con respecto
al MM. Sin embarge, el MFGP no os uniformemente mejor gue o1 MM,

Maés adan, en el caso del MFGF, ez critica la eleccidn de la pareja

B8



{z ,zz:‘. En l1la Takla 2.1 puede observarse gue la eleccidn
1

€0.159,0.202 di lugar a buenas estimaciones de c ¥ p mientras que

la sleccidn C0.990,0,.9990 o= desfavorable para esstimar estos

pariametros.

En la Seccitn 4.2, se ofrecen linsamientos para la eleccidn
de la pareja Czl,zzD, de tal manera gue el MFGP ofrezca wventajas

sobre 1 MM en muchos casos.

Cabe mencicnar (Tablas 2.1 a 3.3 gue el comportamiento
relativo entre 1 MM y el MFGP, no depende del tamafiao de muestra
n. Es decir, =i se recomienda uno de los dozs matodos saobre 21
otro, esto se hace independientemente del tamafic de muestra. Una
caracteristica interssante 5 gue en los casoz donde el MFGF fué
mejor que 1l MM, €1 aumento en el tamaBio de muestra acentua aun

mas la supericoridad del MFGF,

En la practica, serd recomendable efectuar estimacidn por
ambos métodos ¥ cbservar =1 las funciones de distribucidn
estimadas difieren radicalmente. 5i ze tiene la certeza de que el
MFGF o= mas eficiente, entonces se preferira dicha estimaci®n
scbre =1 MM. El estudio Monte Carlo expuesto en este trabajo
abarceé una coleccidn suficientemsnte amplia de distintas
configuracicnes de parametros, lc cual permits seleccicnar
empiricamente los valores apropilados de C zl " zzD para los
distinto= valores de ¢ yv p. La Tabla 4.1 propone valores &ptimos
de Czi,zz) en funcidtn de p ¥ <. En la practica, s=e propone
encontrar estimaciones de p ¥ c por 21 MM y después utilizar 1la
Tabla 4.1 para seleccionar los wvalores dptimoz de Czl.zzD para
posteriormente utilizar el MFGP, De acuerdo a los resultados del
estudio Monte Carleo, pusde esperarse gue en la mayoria de los

cazsos, e5ie procedimiento producirada estimaciconss mas eficientes
gue =l MM.

89



4.2 RECOMENRDACIONES FRACTICAS

Ante un problema de dafic acumulade gue se preste a ser
modelado a traves de wuna cadena de Markov, s® propone,
primeramente, adoptar un modelc con MPT del tipo diagonal, que

solamente dependse de dos parametros c y p. En base a las

obser vaciones Ti, ceesy I =e propone :
T
1. Obtener ¢ v p por el método de momentos {ver la Ssccidn
2.8)
c. En base a los wvalores estimades en (12, elegir wna

pareja Czi.zzb en base a la Tabla 4.1.

3. Estimar c ¥y p ahora por sl método de la FGPE (ver

Seccion .22, utilizando las constantes Czlgzz?} de (=2,

De acuerdo a 2l estudio Monte Carlo realizado en el presents
trabajo, la segunda estimacidn es mis eficiente gque &l método de
momentos sn muchos casos, y en &l peor de los casos, la p&rdida

de eficiencia por utilizar el MFGP es aproxdmadamente del orden
de 10%,

Tabla 4.1

Valores propuestos de € zZ.» zz)

O <p=0. 30 0. 30<p<0. B0 0.80<p= 1
2B 0.18,0.20 . 0.15.0.20 0. 8%, 0. 95
S<c=e 0.18,0. 20 0.83,0.95 0. 98,0, 995
c> e 0.15,0. 20 0.88,0. 95 0. 99, 0. 095
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4.2 CONCEFTOS NO ABARCADOS EN EL PRESENTE TRABAJO

A pesar de gque en este trabajo se establecid en forma
definitiva gue el MFGPF puede ser un método eficiente para estimar
parametros, se debe mencionar que el ambiteo de este trabajo no
concluye de manera definitiva el estudio del MFGPF en los modelos
agqui descritos. En efecto, algunos puntos que podrian elaborarse

mas a fondo son los siguientes:

1. MHilizacidn del método en probismas cOon uUn mayocr numero
de parametros, por ejemplce una MPT en la cadena de Markov con wun

mayor numsro de entradas desligadas.

=. Evaluacidn del MFGF ante fallas en las suposiciones, es

decir., estudio de la robusticidad del método.

2. Obtencidn de la distribucidn asintdtica del método, con
el objeto de poder establecer pruebas de hipdtesis e intervalos

de confianza para los parametros gue se eztiman.

4. Obtencidn de las propiedades tedtricas del estimador de

la funcidén de distribucidn gus resulta del méetodo.

L= Chbtencidn de las propiedades teoricas del método cuando

los datos provienen de un modelo alterno al gque se supone.

=R Elsccidn analitica de los valores optimos de Czl,zzj.
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CAPITULO 5

UNA APLICACISN A DATOS DE INGENIEREA

£n este capituleo se aplicaran los resultados menciocnados en
los cuatro capitulos anteriores a un conjunto de datos de dafo

acumul ado proporcionado por la empresa Aesroméxico.

Los datos se refieren a la longitud de vida de conjuntos de
frenos de la marca ABRS instalados en aviones MD80O, l.a wvariable
ez €l nimero de aterrizajes gque realizaron los avionexs antes de
S necesario reemplazar los conjuntos de frenos, los cuales se
desgastan con £l uso. Se tuvieron registros de dicho numero de

aterrizajes en 16 casos:

MUMERO DE ATERRIZAJES

1202 1176 1124 1210
1210 1110 1110 1124
1010 1094 1341 iio8
1330 o4z 1173 o242

Se pretende adoptar £l modelo descrito, basado en una cadena
de Markov con una matriz de probabilidades de transicidn del tipo
"diagonal *. Dicho modelo se& especifica con los dos parametros c©
¥ P. lLa estimacidn de estos dos parametros permite calcular una
funcién de distribucidén asociada a la longitud de wvida de los
conjuntos de frenos, la ctual debe mostrar ventajas considerables

sobre la funcidn de distribucidn empirica.de los datos, sobkre
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todo por €l tamafio reducido de la muestra. Se recyerda que la

funciovn de distribucidn empirica wsta definida por

~ namerc de T = x
Glxo = e
n
En la Figura Sl , se presentan algunas estadisticas

descriptivas de la muestra asi como un histograma de los datos.
En particular, como se describid en la Esccidn 3. E, los valores
muestrales de la media ¥ la varianza seran utilizades para

estimar ¢ y p por 2l m&étodo de momentos.

»

los datos de este ejemplo son muy cercanos= a ser simétricos,

per lo gue un modelce del tipo descriteo s apropiado. A pesar de

que el coeficiente de sesgo es (muy ligeramente) megative, no se

representa evidsencia contundente de una cola pesada por &1 lado

izgquierdo de la distribucidén de longitudes de vida. De hecho, ya
que la media es mayor gue la mediana, podria pensarse gque es la

cola derecha la gue e mas pesada.

La= estimaciones de o ¥ p por el método de momentos figuran
a continuacidn:

METODO DE MOMENTOS
FARAMETROS ESTIMADOS

¥ de Estados Ced 2932
Probabilidad CpD O.918

Fara smeleccionar los valores de Czi,zzD que precisz=a el
método de la FGP, se han utilizado las
Takbla 4.1. Se

recomendacionss de la

incluye un par adicional con el objeto de hacer
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comparaciones y observar la sensibilidad a la eleccidn; 1los

resultados de las estimaciones de c¢ ¥ p son los siguientes:

METODRXD DE LA FGP
PARAMETROS ESTIMADOS

Yalor de Czi,zz:l # de estados c prebabilidad p

CQO. 9900, O.Q9S0D 04 o.o18
CO. 9920, O.ooUD g7 0.914

So observa gue las estimacicnes de ¢ ¥ p no son fuertemente
afectadas por la segunda eleccion de Czl,zzj. En lo subsecusnte,
s& toman como valores esstimados por &1 métodoc de la FGP los
anctados en el primer renglédn de la tabkbla anterior., Las
funciocones de distribucidén estimadas, a=i comoc la funcidn de
distribucidén empirica, se muestran en la Figura 5.2 En ella se
pusede observar gue ambas funciones de distribucidn inhersntes al
modeloc paraméirico se ajustan razonablemente bien a la funcidn de
distribucion empirica, mientras gue ambos m&étodoz ciertamente dan
lugar a una funcidn de distribucién distinta. Mas precisamsnte,
ambas funcicnes de distribucidon son semejantes en las colas, pero
en sus partes centrales wha domina a la stra., Por las razones
expuestas &n =21 Capitulo 4, la funcidn de distribucidn
correspondiente al método de la FGP es preferible, ¥y esta ultima
sera denotada por ;TCxD. Las estimaciones por el méetodo de la FGP

de media, varianza, Yy sSeSgo SON COMo Sigue:

VALORES ESTIMADQS

MEDI A 1124.14
VARI ANZA 12696. 80
SESGO ©. 207
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El Departamento de Ingenieria de Mantenimiento informa que
las unidades de frenoc son garantizadas por el fabricante por 1200
ciclos de uso. Conforme a la funcidn de distribucidn estimada se
encuentra que ETC1BOO) = 0.729, lo cual significa gque 1la

experiencia ha sido que las unidades de frenoc tienden a fallar

mucho antes de wvencerse el periode de garantia. Cuando se
consultd al Departamento para explicar dicha discrespancia, =e
informd que probablemente =e debe a diferencias en las técnicas
de vuslo en eszte paiszs, azsi como a distintas condiciones &n las

pistas aéreas, mas que a una politica errdnea del fabricante.

El conecimienteo de la funcién de distribucidn estimada
tambidén permite estimar probabilidadex condicionales. Suptongase,
por ejemplo, gue en un punto de inspeccidn un conjunto de frenos
¥a ha durado £00 ciclozs y s dessa cuantirficar la posikilidad de
que dure otros 100 ciclos adicicnales. En otras palabras, se
dexea la probabilidad de que T » 300 dado gque ya =e chzervd gue
T > 200. La notacidn que s& sesmplea para este concepto es
FrCT > 200|T > 2002, En general, si un conjunte de frenos dura M
ciclos sin fallar, la probabilidad condicional de que dure cotros

K ciclos adicicnales es
Fr<T > M+K|T > M = C1 - FTCM+K})/ 1 - FTCMD).

E=zta cantidad repressnta una cuantificacidn de la certe=zgc de que
dure otros K ciclos adicionales, hablendo durado M ciclos Sin
fallar. El walor de Kk puedes representar, por ejemplo, el numero
de aterrizajes que s& programan antes de la stguiente inspeccion.
Fara una cuantificacidn dsl riesge gques se toma al dejar en su

lugar dicha refaccidn, puede calcularse

Pr<eT = M+K|T > M =1 - PrCT > M+K|T > M,
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lo cual mide la prokabilidad de gue un conjunto de frenocs con M
ciclos acumulados gue no ha fallado, 1o haga antes de cumplir
otros K ciclos adicionales. En el caso particular K =1, 1la
formula anterior proporciona la probabilidad de que un conjunto
de frenos gque no ha fallado durante M ciclos, lo haga durante el
siguiente ciclo de uso. Este tiltimo conceptoc se incorpora en la

funcidn RTCHD definida para M = 1, 2, ... por
FCTCMD = PCT = M#1 |T > MO = CF'TCM+13 - F'_rClvD)/ 1 - FTCMD).

la cual =& conoce coma la Funcidn de Riexgo (o Razén de Fallad

asociada a la variable aleatoria T. En la Figura B.32, se grafica
la funcidn E’TC M essztimada, es decir, la qgue == obtiene
reempl azando F‘TC M) por F‘TC M2, Se aprecia gue &l riesge comienza

a manifestarse significativamente a partir de 900 aterrizajes.

Fara 21 Departamentoc de Mantenimiento, pusde ser de interés
disefar una peolitica do reemplazo como la siguiente. Supdngase
que =& de=sa establecer un numerc fijo de cicloz de use, C, para
instituir la politica de qus la unidad de frenos s&a resmplazada
cuando z¢ cumplan €C ciclos de u=zo, aungue no haya fallads aun en
ese momento, Si =2 elige un valor muy grande de C, las unidadess
de frenos tenderan a desgastarse antes de cumplir C ciclos vy
tendran gue ser reemplazadas despuss de haber manifestado wuna
falla, lo cual puede smer muy Costoso en algunos casos=s, Por otra
parte, =i a C =& le asigna un valor muy pegueilio, se estaran
reempl azando =n forma innecesaria muchas unidades que
petencialmente aun mantenfian wvida Gtil. Un criterie para
determinar el valor de C consiste en fijar la proporcidén
tolerable de piezas gue fallen antes de ser reemplazadas,
denctada aqui por o, con O < a < 1. Zea Cu un numero tal gue
FTCCaj = &, Entonces, si se opla por =1 resmplazo de piezas al

cumplir <€stas Ca ciclos de usc, sclamente una proporcion « de los
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conjunteos =se desgastaran antes de su reemplazo programado. El

valer C recibe el nombre de o-percentil de la funcidén de
a .
distribucidn Fr' Una tabla de o—-percentiles se presenta a

continuacidn:

PERCENTILES
ot a—percentil
C.01 BEG
0. 05 56
0,1¢ (=[=y}
0. 50 1130
0.78 1208
i — H
g »§STEMa DE FRENOS Statisctics 1
! oR1oS
3 e P e N Total : 16
e f o ‘N Miss g
§ oL ! i {H bsed : 13
Ea g, 1 b IMean 1137.87%
- 3 I | Uaprance: 12881 19@
1 { i i Std. Dey: 113.49%
H I i1 b4 €6, ¢ 9,974
au 3.9 { — | Skewness: -.@833
) i § ! | BPurtosis: 2.%24
16 i g } b
g ' v—i ! i — ‘Hmlm 942 008 &
R i | ! ] i I | 25th % 1054, 609
Kh } I -_; | [Haedla;n 1124.80@ |
k t.4 — 4 t ! ?5th ¥ 1262.008 !
{ 1 m [ ! i b Maximam i341.808 ¢
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